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PREFAZIONE

Nel presente fascicolo sono state raccolti alcuni degli argomenti presentati dall’autore nel
tempo nei corsi di Matematica Generale del corso di laurea in Economia e Commercio della
laurea quadriennale del vecchio ordinamento e della attuale laurea triennale in Economia e
Finanza.

La normativa vigente, dedicando troppo poco tempo all’insegnamento della materia, non
permette alcun approfondimento, ed anzi obbliga ad escludere dai programmi argomenti tradizional-
mente ritenuti indispensabili.

E’ stato quindi ritenuto indispensabile, pur con tale riduzione dei contenuti, conservare
intatti 'impianto concettuale e 'impostazione metodologica tipici della Matematica.

Degli argomenti presentati una parte fa riferimanto all’attuale programma svolto nel corso
di lezioni, il resto cerca di completare ’esposizione aggiungendo qualche ulteriore approfondi-
mento. Nell'intenzione dell’autore esso ¢ dedicato a chi ha interesse ad approfondire la sua
formazione iniziale universitaria in questa disciplina magari con 'intento di utilizzarla in segui-
to nella propria attivita di insegnamento o di ricerca. Gli argomenti sufficienti alla preparazione
di base ed a sostenere e superare I’esame sono indicati di volta in volta nel programma del corso
che il docente presenta agli studenti all’inizio dell’anno accademico.
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CAPITOLO 1

GLI INSIEMI

1.1 Cenni di teoria degli insiemi.

Assumiamo come primitiva la nozione di insieme.

Indicheremo spesso gli insiemi mediante le lettere maiuscole dell’alfabeto: A, B, C,.... XY ...
Anche il concetto di elemento sard assunto come primitivo, essi saranno indicati mediante le
lettere minuscole dell’alfabeto: a,b,c,...,z,y,...

Per indicare che un elemento x appartiene ad un insieme X scriveremo x€ X, mentre per
indicare che x non ¢ elemento di X scriveremo z¢ X.

Per individuare un insieme X occorre anzitutto assegnare un insieme universo U al quale
appartengono gli elementi di X. Per indicare poi quest’ultimo normalmente si procede in due
modi.

Uno prevede che gli elementi dell’insieme siano elencati; questo procedimento ¢ molto utile
nel caso di insiemi formati da un numero finito di elementi. In tal caso l'insieme X si indica
nel modo seguente: X = {a,b,c,....}. L’altro modo, che pué utilizzare anche quando X non ha
un numero finito di elementi, consiste nell’assegnare la proprieta P che essi devono verificare.
In simboli si scrive: X = {z€ U : z soddisfa P}.

Postuliamo poi 'esistenza di un insieme che e privo di elementi, che si dira 'insieme vuoto
e che si denotera con il simbolo (.

Definizione 1.1.1 (Definizione di sottoinsieme) Dati due insiemi A ed X diremo che A é
una parte di X, oppure che A € un sottoinsieme di X, se e solo se tutti gli elementi di A sono

anche elementi di X oppure se A = (0. In simboli per dire che A ¢ una parte di X scriveremo
AC X.

Quindi dalla definizione precedente si deduce che I'insieme vuoto e sottoinsieme di qualunque
insieme X; inoltre e ovvio dalla definizione che X & sottoinsieme di se stesso; ne segue allora
che un insieme X non vuoto ha almeno due sottoinsiemi che sono X stesso e 'insieme vuoto 0.

Definizione 1.1.2 Due insiemi X ed Y si dicono uguali o coincidenti, e si scrive X =Y se e
solo se risulta XCVY eYC X.

Ha senso, dato un insieme X, considerare la classe di tutti i suoi sottoinsiemi. Essa e ancora
un insieme e si indica con P(X). Pertanto si ha AC X se e solo se A€ P(X).

E opportuno ora prendere in esame alcuni simboli logici che ricorreranno frequentemente
nel seguito.

Utilizzeremo due quantificatori: quello universale, che sara indicato con il simbolo V, e che
significa per ogni oppure qualunque e quello esistenziale, che sara indicato con il simbolo 3,
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2 Capitolo 1. Gli Insiemi

e che significa esiste almeno un. Qualche altra volta sara utile far seguire al quantificatore
esistenziale I'indicazione che 'oggetto che si vuole prendere in considerazione ¢ anche unico; in
tal caso si scrivera J|, facendo seguire una sbarretta verticale al simbolo del quantificatore.

Utilizzeremo anche il simbolo di implicazione, che sara denotato con =, e quello di equiv-
alenza logica o coimplicazione che sara indicato con <.

Questi connettivi logici spesso legano due proprieta P e @; e allora quando scriveremo
P=— () vorremo indicare che nel caso in cui e vera la proprieta P allora ¢ anche vera la
proprieta ). Nel caso invece la proprieta P e falsa scriveremo ancora P—= () volendo dire che
I'implicazione e vera sia nel caso in cui la proprieta Q) € vera e sia nel caso in cui la proprieta
Q e falsa.

Se poi, nonostante sia vera la proprieta P, ¢ falsa la proprieta () scriveremo P#= Q); in tal
caso diremo che la proprieta P non implica la proprieta Q.

Il caso in cui, infine, scriveremo P<=> () allora significa che le proprieta P e () sono logi-
canente equivalenti e cioe che la proprieta P implica la proprieta () e la proprieta () implica la
proprieta P. Spesso questo connettivo logico si chiama anche caratterizzazione.

E possibile infine rileggere in termini di insiemi i legami logici precedenti. In particolare
se € assegnato un insieme X e se sono assegnate due proprieta P e () si possono considerare
i due sottoinsiemi A e B di X che soddisfano le proprieta P e () rispettivamente. Cioe:
A={z€ X | x verifica P } e B = {zx€ B | x verifica Q}.

Allora dire che A e una parte di B, cioe AC B, e come dire, in termini di proprieta, che
P=— (). Mentre dire che i due sottoinsiemi coincidono, cioe A = B, & come dire che P<= P
cioe che le due proprieta sono logicamente equivalenti.

Un’ultima osservazione, riguardante il connettivo di implicazione tra due proprieta P e @),
e utile perche nel seguito la scrittura P=—= () rappresentera lo schema logico di un teorema.

Infatti, in questo schema, la proprieta P si dice essere 'ipotesi mentre la proprieta () assume
il ruolo di tesi, e 'implicazione che lega logicamente queste le proprieta dice in sostanza che la
proprieta P e piu forte della proprieta Q.

Infine occorre osservare che una implicazione e vera se si verifica uno dei seguenti tre casi:
P everae () ¢ vera

P efalsae Q e vera
P efalsae () e falsa.

La stessa implicazione P=—=> () si dice che e falsa nella seguente eventualita:

P everae @ e falsa

Nel seguito utilizzeremo anche il simbolo : oppure il simbolo | per dire tale che. Inoltre
faremo largo uso dei seguenti connettivi logici binari: e, congiunzione; o, disgiunzione; non,
negazione.
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1.2 Operazioni tra sottoinsiemi di un insieme.

Assegnato un insieme X e due sottoinsiemi A e B, quindi AC X e BC X, possimo costruire
mediante A e B altri sottoinsiemi di X ricorrendo alle operazioni di unione, di intersezione, di
differenza o complementare e di differenza simmetrica.

Definizione 1.2.1 (UNIONE) L unione di due sottoinsiemi A e B di X ¢ un sottoinsieme
di X denotato con AUB ed ¢é formato dagli elementi x di X che stanno in A oppure in B (senza
escludere l'eventualita che stiano in A ed in B contemporaneamente). In simboli si ha:

AUB ={z€ X : z€ A o z€ B}.

Definizione 1.2.2 (INTERSEZIONE) L’intersezione di due sottoinsiemi A e B di X ¢é
ancora un sottoinsieme di X denotato con ANB ed é costituito dagli elementi x di X che
stanno sia in A e sia in B. In simboli si ha:

ANB ={z€ X : z€ A e z€ B}.

Definizione 1.2.3 (DIFFERENZA o COMPLEMENTARE) [l complementare di B rispet-
to ad A ¢ ancora un sottoinsieme di X che denotiamo con A\B e che é formato dagli elementi
di X che appartengono ad A e che non appartengono a B. In simboli si ha:

AB={ze X: z€ A e z¢ B}.

Definizione 1.2.4 (DIFFERENZA SIMMETRICA) La differenza simmetrica di A con
B ¢ ancora un sottoinsieme di X che indichiamo con AAB e che ¢ formato dagli elementi di
X che stanno in A\B oppure stanno in B\ A. In simboli

AAB = (A\B)U(B\A)

Come si e appena visto le operazioni ora descritte agiscono nell’insieme dell parti di X, cioe
nell’insieme di tutti i sottoinsiemi di X, ed hanno come risultato ancora un sottoinsieme di X.
Le precedenti operazioni godono delle seguenti proprieta:

Teorema 1.2.1 Per ogni terna di sottoinsiemi A, B, C' di X si ha:
1. AUB = BUA e ANB = BNA (proprita commutativa)
2. AUA = A e ANA = A (proprieta di idempotenza)

3. AU(BNC) = (ANB)U(ANC) e AN(BUC) = (AUB)N(AUC) (proprieta distributive di
una operazione rispetto all’altra)

4. A\(BNC) = (A\B)U(A\C) e A\(BUC) = A\BN(A\C) (formule di DE MORGAN).

Delle quattro operazioni su sottoinsiemi di un insieme dato X descritte prima solo le operazioni
di unione e di intersezione si possono estendere a pit di due sottoinsiemi.

In particolare esse si possono estendere ad una famiglia qualunque di sottoinsiemi di X.
Quindi se F & un sottoinsieme di P(X), cioe se F & una famiglia di parti di X, é possibile
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definire un sottoinsieme di X mediante 'operazione di unione, tale sottoinsieme si indica con
UaerA. Tale insieme ¢ formato da tutti gli elementi di X che stanno in almeno un elemento
di AdiF.

In simboli si ha UgerA = {xe X|JA€ F : z€ A},

Analogamente alloperazione diunione si puo definire I'intersezione degli elementi della famiglia
F. In simboli si ha: NyerA = {z€ X|ze A VAc F}.

Concludiamo il paragrafo introducendo le nozioni di ricoprimento e di partizione di un
insieme.

Assegnato un insieme X, una sua parte Y, quindi YC X, ed una famiglia F di sottoinsiemi
di X, cioe FC P(X), diremo che F costituisce un ricoprimento per Y se e solo se YC UgcrA.
Diremo poi che F costituisce una partizione per Y se e solo se

Y =UyerA e VA, Be Fcon A# Bsiha ANB =10

cioe 'unione degli elementi di F coincide con Y e inoltre gli stessi elementi di F sono a due a
due disgiunti.

1.3 Prodotto cartesiano di insiemi e definizione di fun-
zione

Mediante due insiemi X ed Y assegnati nell’ordine e possibile costruire un terzo insieme, il
prodotto cartesiano X x Y, i cui elementi sono chiamati coppie ordinate e sono indicati con (x,y)
dove z€ X ed ye Y. In questo tipo di operazione e molto importante ’ordine con cui vengono
assegnati gli insiemi X ed Y. La coppia ordinata (z,y) si puo definire nel modo seguente.

Definizione 1.3.1 (Definizione di coppia ordinata) Dati due elementiz € X edy € Y si
definisce coppia ordinata formata da x ed y il sequente insieme:

(37, y) def {ZE, {ajv y}}

Quindi una coppia ordinata e in realta un insieme formato da due elementi di cui uno e il
primo elemento x della coppia e ’altro e a sua volta un altro insieme i cui elementi sono i due
elementi x ed y della coppia. Per questo motivo x prende il nome di prima coordinata ed y
prende il nome di seconda coordinata. A volte si dice anche che x rappresenta ’ascissa ed y
rappresenta l'ordinata della coppia. Per la definizione precedente si puo verificare che date due
coppie ordinate (x,y) ed (u,v) si ha:

(x,y) = (u,v) <= (r=u ed y=0)

cioe due coppie ordinate coincidono se e solo se le ascisse coincidono tra loro e le ordinate
coincidono tra loro. Sempre in virtu della definizione precedente e possibile definire formalmente
il prodotto cartesiano X x Y dato da due insiemi X ed Y ponendo:

X xY ={z2e P(XUP(XUY)) | Bze X, Iye Y : z={z,{z,y}}) }
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E opportuno osservare che se e X =Y allora il prodotto cartesiano X X Y si suole indicare
con X2

Assegnati tre insiemi nell’ordine X, Y, Z e possibile definire il prodotto cartesiano X xY x Z
iterando il prodotto cartesiano di due insiemi.

Si puo allora porre: X XY x Z =X x (Y x Z).

Gli elementi del prodotto cartesiano X x Y x Z sono detti terne ordinate e si indicano con
(x,y, z). Brevemente allora si pone:

X xY xZ={(z,y,2)|ze X,ye Y, ze Z}

In modo analogo si puo procedere se sono sono assegnati nell’ordine una quantita finita, per
esempio n, di insiemi X7, X5, X3, ..., X,,. Gli elementi del prodotto cartesiano X; x X5 x X3 X
n

... X X, il quale puo anche essere brevemente indicato con il simbolo H X, si indicano con il
k=1
simbolo (1, %2, T3, ..., ;) € si chiamono ennuple ordinate di elementi.

Quindi si puo porre:

n
HXk = {(.1'1,33’2,1'3, ...,xn)\xle Xl,.TQE XQ,I’gE Xg, ...,I’ne Xn}
k=1

Possiamo ora considerare il concetto di funzione.

Definizione 1.3.2 (di funzione) Dati due insiemi X ed Y non vuoti si dice che é definita
una funzione f su X ed a valori in'Y, e si scrive f : X — Y, se e solo se ¢ assegnata una
relazione f che ad ogni elemento x€ X associa uno ed un solo elemento ye 'Y che si dice legato
ad x tramite f e si scrive y = f(x). In simboli si ha:

(f: X =Y é funzione)<=gep( Ve X Jlye Y : y= f(x)).

Ne segue allora che una funzione ¢ individuata da tre elementi che sono I'insieme di definizione
X, 'insieme di arrivo Y, la relazione f che lega gli elementi di X agli elementi di Y. E possibile
allora affermare che una funzione e rappresentata da una terna ordinata del tipo (X,Y, f) in
cui la prima coordinata X e I'insieme di definizione, la seconda coordinata Y & l'insieme di
arrivo e la terza coordinata e la relazione f. Qualche volta, quando non ci sono equivoci sul
discorso e si conoscono sia l'insieme di definizione e sia 'insieme di arrivo, si suole indicare la
funzione soltanto con la relazione f.

Da quanto detto date due funzioni (X,Y, f) e (Z,T,¢g) diciamo che coincidono se e solo se
le due terne ordinate coincidono: (X,Y, f) = (Z,T,g), cioeseesolose X =Z,Y =T, f=g
ecioeseesolose X =2, Y =T e Vee X =Z siha: f(z) =g(x).

Nel seguito pero, come si e gia fatto nella definizione, indicheremo una funzione non come
terna ordinata ma con il simbolo f: X — Y.

Definizione 1.3.3 (grafico di una funzione) Una funzione f : X — Y individua un sot-
toinsieme del prodotto cartesiano X XY che prende il nome di grafico della funzione f e viene
indicato con Gy. Tale insieme ¢é definito dalla sequente posizione: Gy = {(z,y)e X x Y|y =

fx) 3.
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Dalla definizione di funzione si puo vedere che tutte le ascisse x€ X sono coinvolte dalla relazione
f mentre in generale non ¢ detto che siano coinvolte tutte le ordinate y€ Y. Inoltre sempre
nella definizione non e detto se le ascisse x sono trasformate ad esempio tutte in una sola y
oppure se ad ascisse distinte si fanno corrispondere ordinate distinte. Per distinguere le varie
situazioni che si possono verificare consideriamo alcune definizioni.

Definizione 1.3.4 (immagine di una funzione) Sia f : X — Y una funzione e sia A C X,
Uinsieme f(A) ={ye Y| Jxz€ A: y= f(x)}, che é un sottoinsieme di Y, é detto immagine di
A tramite f. Se ¢ A= X allora f(X) si dice l'immagine di f.

Si puo dire quindi che f(X) e I'insieme di tutte le y€ Y che effettivamente vengono coinvolte
dalla relazione f. Evidentemente si ha f(A) # () <= A # 0.

Se f(X) ¢ formato da un solo elemento y,, cioe se risulta f(X) = {y,}, allora si dira che
f € una funzione costante e qualche volta con abuso di linguaggio e se non ci sono equivoci si
puo confondere la relazione f con v,.

Definizione 1.3.5 (funzione surgettiva, o suriettiva, o su) Una funzione f : X — Y si
dice surgettiva se e solo se si ha: f(X) =Y.

Cioe f ¢ surgettiva quando l'immagine f(X) di f coincide con l'insieme di arrivo Y. Fuvi-
dentemente questo si ha quando tutti gli elementi di Y sono coinvolti dalla relazione f. Allora
st puo anche dire che f e surgettiva se e solo se per ogni elemento ye'Y esiste almeno un
elemento x€ X tale che y = f(x).

In simboli si ha:

(f: X =Y ésurgettiva ) <= (Vye Y Jze X : y= f(z)).
Ovviamente una funzione costante f : X — Y e surgettiva se e solo se Y ha un solo elemento.

Definizione 1.3.6 (funzione ingettiva, o iniettiva, o in) Una funzione f : X — Y si dice
ingettiva se e solo se ad ascisse distinti di X corrispondono ordinate distinte di'Y .
In simboli si ha:

(f : X =Y éingettiva )<= gef(V1, 206 X 1 # 22 = f(21) # f(22)).
Una funzione costante f definita su un insieme X con almeno due elementi distinti tra loro non
¢ iniettiva.
Vale la seguente equivalenza logica:
Teorema 1.3.1 (f: X — Yeé ingettiva) <= (Va1,22€ X f(21) = f(22) = 71 = 22).

Le due definizioni di funzione surgettiva e di funzioni ingettiva sono indipendenti tra loro.
Vedremo infatti, ad esempio quando considereremo funzioni reali di una variabile reale, che ci
sono funzioni che sono surgettive ma non sono ingettive e ci sono funzioni che sono ingettive
ma che non sono surgettive. Vedremo infine funzioni che non sono ne ingettive ne surgettive.

Definizione 1.3.7 (funzione bigettiva, o biiettiva) Una funzione f : X — Y ¢ bigettiva
se e solo se essa € surgettiva e ingettiva.

Vale la seguente caratterizzazione della proprieta di bigettivita. Essa preannuncia l'impostazione
formale di equazione e di soluzione di una equazione.
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Teorema 1.3.2 f: X — Y é bigettiva <= (Vye Y 3| z€ X : y= f(x)).

Dimostrazione. Sia f bigettiva e sia y€ Y, poiche f e surgettiva esiste 1€ X tale che y = f(x).
Per verificare che tale ascissa 1 € unica sia xs tale che y = f(z1) = f(x2). Poiche f & ingettiva
si ha 1 = 9.

Viceversa ¢ ovvio che f e surgettiva. Per verificare che f ¢ anche ingettiva siano zq, xo€ X
tale che f(x1) = f(x2) = y. Poiche pero per ipotesi ’ascissa deve essere unica si ha 7 = 25.$

La caratterizzazione appena provata permette di considerare la proprieta a destra del sim-
bolo di equivalenza logica. Essa permette di considerare a partire dalla funzione f una nuova
funzione

g:Y —-X

definita dalla seguente proprieta:

YyeY g(y) =r <= f(z)=y.

In questo modo i ruoli delle variabili si scambiano quando si passa dalla funzione f alla
funzione g appena considerata: quelle che sono indipendenti per f ora sono dipendenti per g e
inoltre quelle che erano dipendenti per f ora sono indipendenti per g.

Si puo verificare facilmente che la funzione g definita nel modo precedente tramite la funzione
f € unica e che ¢ anche bigettiva. Per questo stretto legame esistente tra la f assegnata e la
g ottenuta, si usa dare a ¢ un simbolo che ricorda la stessa f, ponendo ¢ = f~!. Quanto ora
detto consente di dare la seguente definizione di funzione inversa.

Definizione 1.3.8 (funzione inversa) Data una funzione f : X — Y che sia anche bigettiva
diciamo funzione inversa di f la funzione f~' 1Y — X definita dalla relazione: Yye'Y f~(y) =
r <= f(z) =v.

Poiche f~! risulta essa stessa bigettiva, essa ¢ a sua volta invertibile e, si pud dimostrare che,
la sua inversa ¢ esattamente f, cioe (f~1)~! = f.

Definizione 1.3.9 (funzione composta) Assegnati tre insiemi X, Y e Z e due funzioni
f: X =Y eqg:Y — Z, ha senso costruire una terza funzione, che si indica con go f. Fssa
ha X come insieme di definizione, Z come insieme di arrivo, go f : X — Z, ed ¢ definita dalla
sequente relazione: Vre X (go f)(x) = g(f(x)).

Quindi se z ¢ ascissa per f, allora f(z) & contemporaneamente ordinata per f ed ascissa di g,
l'ordinata per g valutata sull’elemento f(x), cioe g(f(x)), rappresenta il corrispondente di x
tramite la funzione composta g o f. E evidente, da come ¢ definita, che la funzione composta
da g e da f, go f, si ottiene facendo operare nell’ordine la funzione f e poi la funzione g.

Il procedimento di composizione si puo naturalmente estendere al caso di piu di due funzioni.
Ad esempio se sono assegnate tre funzioni: f:— Y, g:Y — Z h:Z — T si puo considerare
una quarta funzione, hogo f : X — T, ottenuta componendo nell’ordine le tre funzioni
assegnate, e definita nel modo seguente: Vre X (hogof)(x) = h(g(f(x))). Analoga ’estensione
al caso di pia di tre funzioni.

Teorema 1.3.3 Date le funziont f : X —Y e g:Y — Z si consideri la funzione composta
gof: X —Z. 50 ha:

1. f e g ingettive = g o f ingettiva.
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2. f e g surgettive = go f surgettiva.
3. f e g bigettive = go f bigettiva e si ha (go f)™' = ftog™.

Dimostrazione. 1) Siano x7, zo€ X tali che g(f(z1)) = g(f(x2)). Poiche g & ingettiva si ha
f(z1) = f(x2) e quindi, poiche f & ingettiva, x; = z5.

2) Sia z€ Z poiche g e surgettiva esiste y€ Y tale che z = g(y). Inoltre poiche f e surgettiva
esiste z€ X tale che y = f(z). Quindi z = g(f(x)).

3) segue da 1) e da 2). &

E utile a questo punto, usando la nozione di funzione composta, approfondire ulteriormente
il legame che c’e tra una funzione bigettiva e la sua funzione inversa.

Sia allora f : X — Y una funzione bigettiva e sia f~! : ¥ — X la sua funzione inversa.
Abbiamo gia notato che risulta: Vye Y f~l(y) =z <= f(x) = y. Da queste proprieta si ha
allora: f~lof(z)=2 Vre X ed fof'(y)=y VyeY. Rileggendo le precedenti relazioni
in termini di funzioni composte si ha:

(f o @) =a Vre X

ed
(fof Ny =y VyeY.

E possibile ora interpretare i secondi membri delle precedenti due uguaglianze in termini
di funzioni. Infatti e possibile considerare una particolare funzione definita in X ed a valori
ancora in X, detta funzione identica di X e che indichiamo con Ix, definita nel modo seguente:

Iy : X - X VeeX Ix(x)==x

cioe Iy non trasforma le sue ascisse. Ne segue allora che si puo scrivere

(fPof)(x) =Ix(x) Vze X

e questo per definizione di coincidenza tra due funzioni, vuol dire che:

fﬁlolex.

In modo analogo si puo leggere I'altra uguaglianza ottenendo f o f~! = Iy.

E utile ora tornare alle immagini dirette e alle immagini reciproche di una funzione, cer-
candone il collegamento con le operazioni di unione, intersezione e differenza tra sottoinsiemi
di un insieme dato.

Teorema 1.3.4 Sia f: X — Y una funzione. Valgono le sequenti proprieta:
1. f(AUB)=f(A)U f(B) VA, BC X.
2. f(ANB)C f(A)Nf(B) VA,BC X.
3. f ingettiva <= f(ANB)=f(A)N f(B) VA BCX.

J. J(A\B) 2 f(4)\ f(B) VA BCX.
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E possibile definire anche I'immagine reciproca di una parte dell’insieme di arrivo.
Sia f : X — Y una funzione e si A un sottoinsieme di Y. Si definisce immagine reciproca
mediante f di A il sottoinsieme di X definito nel modo seguente:

[7HA) = fwe X| Fye A: y= f(x)}.

Si noti che in questa definizione f~! & semplicemente un simbolo che viene usato per definire
I'immagine reciproca e non e la funzione inversa di f, anche perche non e detto che f sia
invertibile. Anzi f puo non essere ne ingettiva ne surgettiva. Il simbolo usato e pero significativo
perche nel caso f ¢ anche invertibile allora f~1(A) rappresenta contemporaneamente I'immagine
reciproca tramite f di ACY e inoltre rappresenta I'immagine diretta di AC Y tramite la
funzione f~! inversa di f. Per le immagini reciproche vale il seguente risultato:

Teorema 1.3.5 Sia f: X — Y una funzione. Valgono le sequenti proprieta:
1. ffYAuB)=fY(A)ufYB) VA BCY.
2. Y ANB) = fY(A)NfYB) VA BCY.
3. f7YA\B) = fTY(A\fY(B) VA, BCY.

Concludiamo questo paragrafo dando due definizioni.

Definizione 1.3.10 (restrizione di una funzione) Data una funzione f : X — Y e con-
siderato AC X, A+ () resta definita la funzione i : A — X dalla relazione i(x) = x Vze A
detta funzione di inclusione di A in X. La funzione composta foi: A —Y si dice restrizione
di f ad A e siindica con fia = foi.

Definizione 1.3.11 (ridotta di una funzione) Data una funzione f : X — Y e considerato
T CY econ f(X)CT sipud considerare una nuova funzione g : X — T, utilizzando ancora
la relazione [ assegnata, nel modo sequente g(x) = f(x)Vx€ X. La nuova funzione g ottenuta
si chiama la ridotta di f all’insieme T

Quando non c¢’e pericolo di confusione la funzione ridotta si suole indicare ancoracon f : X — T,
visto che non sono cambiati ne I'insieme di definizione ne la relazione ma soltanto l'insieme di
arrivo: dall’insieme Y si passa ad un suo sottoinsieme opportuno 1" per il quale pero vale anche
la seguente proprieta di iclusione: f(X) C T.

Si osservi infine che considerando la restrizione o la ridotta di una funzione si cambia nel
primo caso solo l'insieme di definizione e nel secondo caso solo I'insieme di arrivo di una funzione.
Quindi si ottiene comunque una funzione che e diversa dalla precedente funzione assegnata.



CAPITOLO 2

I NUMERI REALI

2.1 Introduzione assiomatica dell’insieme deli numeri
reali R

Ci sono vari modi per introdurre I'insieme, che indicheremo con R, dei numeri reali. Consid-
ereremo in questa esposizione la forma assiomatica. Essa consente di esporre quelle proprieta
che sembrano essenziali senza dover necessariamente ricorrere a molte dimostrazioni. Non sem-
bra infatti utile in questa trattazione introdurre R facendo ricorso alla versione costruttiva. In
tal caso infatti, volendo essere completi almeno nella esposizione, sarrebbe necessario partire dai
numeri naturali N per poi passare a quello dei numeri interi Z e quindi ai numeri razionali Q per
poi ottenere R. Evidentemente, se si privileggiasse questo secondo percorso, sarebbe comunque
necessario introdurre i numeri naturali ovviamente in forma assiomatica per poi passare agli
altri insiemi attraverso le varie definizioni e proprieta. Tale percorso, fatto in modo rigoroso e
sistematico, sembra troppo lungo ed esula comunque dagli scopi di questa esposizione.

L’introduzione in forma assiomatica di R necessita della presentazione degli assiomi riguardan-
ti 'addizione, la moltiplicazione, la relazione d’ordine e la proprieta di completezza.

Definizione 2.1.1 (ADDIZIONE) In R ¢ definita una legge di composizione interna, chia-
mata addizione, che ¥(x,y) € R X R associa uno ed un solo elemento s € R che viene indicato
con x +y, st pone allora s = x +y e si dice che [’elemento s é la somma di x con y.

In sostanza quindi ¢ definita una funzione + : R x R — R.

Questa operazione interna soddisfa le seguenti proprieta:
1) Proprieta associativa: =+ (y+2) = (x+y) +2 Vz,y,z € R;

2) Esistenza dell’elemento neutro: Ju e R:u+z=x+u=2 VreR;
I’elemento u si dice neutro rispetto alla operazione di addizione, sara verificato successiva-
mente che esso € unico, di solito si indica con 0: v = 0.

3) Esistenza dell’elemento simmetrico: Ve e Ry e R:x+y=y+ 2z =u = 0;
sara verificato che y € unico; per questo si pone y = —x e si dice che y e I’elemento opposto
di z, o il simmetrico, rispetto all’addizione.

4) Proprieta commutativa: x +y=y+az Vz,y € R.

Unicita dell’elemento neutro: siano u e v elementi neutri rispetto all’addizione, risulta
allora u = u+v =w.

10
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Unicita dell’elemento simmetrico: siano y e t elementi simmetrici dello stesso elemento
z,risulta alloray=y+0=y+ (x+t)=(y+2)+t=0+¢t =1, quindi & y = t.

Definizione 2.1.2 (MOLTIPLICAZIONE) In R é definita una legge di composizione in-
terna, chiamata moltiplicazione, che ¥(x,y) € R x R associa uno ed un solo elemento p € R
che viene indicato nel modo sequente: p = xy. L’elemento p = xy si dice il prodotto di x con

Y.

Risulta quindi definita una funzione - : R x R — R. Questa operazione interna verifica le
seguenti proprieta:

1. Proprieta associativa: z(yz) = (xy)z Vx,y,z € R.
2. Esistenza dell’elemento neutro: v #0:a2v =ve =z Vz € R.

3. Sara provato che v € unico, v quindi si dice elemento neutro rispetto alla moltiplicazione
e si indica di solito con 1, v = 1.

4. Esistenza dell’elemento simmetrico: Vo € R,z # 0, Jy € R : xy = yxr = 1 Sara provato
che, per ogni elemento x fissato, ’elemento y e unico. In tal caso si pone di conseguenza
Yy = % = z71; y si dice elemento simmetrico di z rispetto alla moltiplicazione.

5. Proprieta commutativa: xy = yxr Vz,y € R.

Unicita dell’elemento neutro: siano v e w con v # 0 e con w # 0 elmenti neutri rispetto
alla moltiplicazione, si ha per questo v = vw = w.

Unicita dell’elemento simmetrico: dato x € R con x # 0, siano y € R e t € R elementi
simmetrici di x rispetto alla moltiplicazione, si ha allora y = 1y = (tz)y = t(zy) = t1 = t;
quindi y = t.

Vale inoltre la seguente proprieta distributiva che lega tra loro le due operazioni interne
appena considerate:

Proprieta distributiva: (z +y)z =22 +yz Vz,y,z € R.

Si noti il legame che c’e tra le due operazioni in R appena considerate. Le proprieta sono
molto simili tra loro (proprieta associativa e commutativa, esistenza degli elementi neutro e
simmetrico rispetto ad entrambi le operazioni).

Un primo assioma che le distingue e quello che afferma che ’elemento neutro rispetto alla
moltiplicazione e diverso da quello rispetto alla addizione. Infatti se i due elementi neutri
coincidessero allora I'insieme R sarebbe ridotto ad un solo elemento (quello neutro appunto).
Infatti se fosse 1 = 0 si avrebbe: per ogni elemento x € R x = 21 = 20 = 0, cioe x = 0 e
pertanto R avrebbe un solo elemento: R = {0}.

Un secondo assioma che distingue le due operazioni e quello che afferma 1’esistenza dell’ele-
mento simmetrico di un assegnato elemento x rispetto alla moltiplicazione, purche pero questo
elemento x sia diverso dall’elemento neutro, 0, rispetto alla prima operazione cioe rispetto alla
addizione.

Da questa affermazione segue che 0 non ha elemento simmetrico rispetto alla moltiplicazione.
In termini pratici questo si traduce nel fatto che non ha senso dividere per zero, cio¢ non ha

senso ad esempio 'operazione %.
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L’ultima proprieta distributiva lega operativamente le due operazioni tra loro. L’insieme
R con l'operazione di addizione prende il nome di gruppo abeliano o commutativo; se poi
in R consideriamo anche la moltiplicazione allora la terna (R, +,-) prende il nome di corpo
commutativo o campo.

Legge di annullamento del prodotto:

1) 20=0 VzeR.
2) Dati z,y € R, 2y =0 =2 =0 oppure y = 0.

Infatti: 20 = (0 4+ 0) = 20 + 20 = 0 = 20; inoltre per verificare la 2) sia = # 0 con
ry = 0, devo verificare che ¢ y = 0. Si ha: 7 !(xy) = (z7 ')y = 1y = y, inoltre si ha
7 Hzy) = 2710 = 0 e quindi risulta la tesi, cio¢ y = 0.

Definizione 2.1.3 (RELAZIONE D’ORDINE) In R é definita una relazione < (minore
o uguale) che ¢ di ordine totale, cioé tale relazione soddisfa le sequenti proprieta:

1. Proprieta riflessiva: x < x Vx € R;

2. Proprieta antisimmetrica: © <y ed y<x =1 =1y,
3. Proprieta transitiva: x <y ed y<z=1x<z;

4. Ordine totale: Vx,y € R si ha x <y oppure y < x.

Inoltre la relazione < soddisfa le seguenti proprieta di compatibilita con le operazioni di
addizione e di moltiplicazione.

l.Le<y=rx+2<y+z2 Vr,yzekR;
2.2 <y=wxz2<yz, Vr,y,z€Rcon0<z.

L’insieme R con le due operazioni di addizione e di moltiplicazione e con la relazione d’ordine
precedentemente considerata si dice che individua un campo totalmente ordinato. Sintetica-
mente si dice che la quaterna ordinata (R,+,-,<) & un campo totalmente ordinato.

In R ¢ possibile definire anche un ordinamento stretto nel modo seguente:
T<yYy<=qgrr <y edx#uy.

Converremo, nel seguito, anche di scrivere = > y in luogo di y < z, e anche z > y in luogo
diy < x.

La relazione d’ordine permette di individuare alcuni sottoinsiemi notevoli di R: l’insieme
dei numeri reali non negativi Rt = {x € R|x > 0}, 'insieme dei numeri reali positivi R} =

{z € Rlz > 0} = R"\ {0}.

Consideriamo ora alcune proprieta elementari:

l. >0« —2<0
infatti z > 0 <= o+ (—2) > 0+ (—2) <= 0> 0+ (—z) = —z.
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2.z <{y<=y—x2>0
infatti e <y<—=orv—y<y—y<—=r—-y<0<=y—x>0.

3. 2Ly, z2<0=xz>yz
infatti < y,2 <0 = 2z < y,—2 > 0 = 2(—2) < yY(—2) = -2z < —yz =
rz—yz > 0= 22 > yz.

4. Yz € Rrisultaz? = xx >0

infattiz >0 =22 =22 > 0= 22>0,inoltre s <0 =22 =22 > 0= 22 >0

5.1 >0 e quindi 1 > 0.
infatti 1 = 12 > 0 per la precedente proprieta 4).

Quello che finora e stato detto per l'insieme dei numeri reali lo si puo ripetere per l'insieme
dei numeri razionali Q senza che si noti una differenza tra le due strutture ottenute. Infat-
ti si puo vedere che anche la quaterna ordinata (Q,+,-,<) costituisce un campo totalmente
ordinato quando le operazioni di addizione e di moltiplicazione e la relazione d’ordine sono
quelle usuali. La proprieta che differenzia I'insieme dei numeri reali dai numeri razionali e 1’as-
sioma di completezza. Per poter introdurre questa proprieta occorre considerare una definizione
preliminare.

Definizione 2.1.4 (Insiemi separati in R) Dati A, B C R,
A e B si dicono separati <=q.f (Va€ A e be B é a<b).

Definizione 2.1.5 (Insiemi contigui in R) Dati A, B C R,

A e B sono separati e

A e B sidicono conligui <= ges (Ve>03dacABEB: b—a<e)

Definizione 2.1.6 (ASSIOMA DI COMPLETEZZA) R ¢ completo. Cioe YA, B C R
separati, Ir e R:a<x <b Vac A e Vbe B.

L’elemento x, che potrebbe anche essere non unico, si dice elemento separatore tra A e B.

E opportuno osservare subito che @Q non soddisfa questo assioma di completezza. Per
verificare questo consideriamo il seguente risultato:

Teorema 2.1.1 /2 non ¢é razionale, cioé V2 €eR \ Q.

Dim.: Supponiamo V2 € Q e sia V2 = g con p,q € N e, possiamo supporre, p e ¢ primi tra
loro. Ne segue che p? = 2¢?, quindi p? ¢ un numero divisibile per 2 e allora anche p & divisibile
per 2, ciod p = 2k. Si ha: p? = 4k? & 4k* = 2¢*> & ¢® = 2k? & g = 2h. Ne segue che p e ¢ non

sono primi tra loro.

Si pud ancora provare che v/2 & I'elemento separatore dei due insiemi: A = {z € Q : z >
0,22 <2} e B={r € Q:z > 0,22 > 2}. Quindi queste due parti di Q non hanno in Q
elemento separatore.
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2.2 L’insieme ampliato dei numeri reali e gli intervalli.

E opportuno, per motivi che saranno chiari nel seguito e pit in particolare nella teoria dei
limiti, ampliare 'insieme R dei numeri reali aggiungendo due elementi che ovviamente non sono
numeri reali e che sono diversi tra loro. Indicheremo questi elementi con i simboli —oco e +o0.

Quindi le uniche proprieta formali di questi due elementi sono le seguenti:

—00€R, 400¢R, —00# 400

Possiamo allora considerare l'insieme
R =RU {—o00,+oc}

che sara detta retta reale estesa. Si pone ora il problema di estendere ad R le operazioni interne
precedenti e la relazione d’ordine gia note in R.

Per quanto riguarda la relazione d’ordine ’estensione consiste nel porre:
—o00o <z <400 VrelR
Quindi anche R risulta totalmente ordinato come R.
Per estendere I'addizione ad R si pud procedere ponendo:
(—o0)+x=x+(—00)=—00 VzreR
(+00) + 2 =z + (+00) = +oo Vz € R

(—00) 4+ (—00) = —00, (+00) + (400) = +00.

Non si attribuisce risultato alle espressioni +00 — 0o, —o0 + 00, che vengono dette forme
indeterminate relative all’addizione.

Per quanto riguarda 'estensione della moltiplicazione ad R si hanno le seguenti definizioni:

(+o0)z = 2(+00) = +o0 Vz €R, 2>0
(+o00)z = 2(+00) = —c0 Vz €R, <0
Jo =x(—00) = —00 Vo ER, >0

—00)r = 7(—00) = +0o0 Vr €R, 7 <0.

Non si attribuisce risultato alle espressioni: (+00)0, 0(400), (—00)0, 0(—00) che sono dette
per questo forme indeterminate relative alla moltiplicazione.

Infine per quanto riguarda la divisione ci sono sostanzialmente due forme indeterminate che
0 o £
sono e Foo
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La forma % con A € R A # 0 non ha senso in accordo con I'assioma sull’esistenza di elemento
reciproco rispetto alla moltiplicazione: non esiste il reciproco di 0.

L’estensione ad R della potenza si pud fare nel modo seguente:
(+o0)* =400 Vr R, 7> 0
(+0)* =0 VreR, <0

t+®) = 400 VzeR, z>1

) =0 VzeR, 0<z<l.

Non si attribuisce risultato alle forme
(+OO)O, ]_-I—OO7 00
, che vengono citate come forme indeterminate relative alla potenza.

Siamo ora in grado di definire gli intervalli; dati a,b € R, con a < b, si dicono intervalli
limitati i seguenti sottoinsiemi di R:

[a,b) ={z € R:a <z <b},

Ja,bj={r € R:a < x < b},
la,b] ={r € R:a < x <b},
[a,b[={r € R:a <z <b}.

Il primo intervallo si dice chiuso mentre il secondo si dice aperto, gli altri due si dicono
semiaperti (o semichiusi).Dato a € R si dicono intervalli illimitati superiormente i seguenti
insiemi: [a,+oo[= {x € R : x > a}, che si dice intervalo chiuso, |a,+oo[= {z € R : = > a}
che si dice intervallo aperto. In modo analogo si definiscono, dato a € R, gli intervalli illimitati
inferiormente: |—o00,a] = {z € R : z < a} che si dice intervallo chiuso, |—00,a[={z € R: z <
a} che si dice intervallo aperto.

Infine, date le precedenti definizioni, si puo porre anche R =]—o0, +00[ ed R = [—o0, +o0].

2.3 Estremo inferiore ed estremo superiore di un in-
sieme di numeri reali

Sia X C R con X # (). Vogliamo definire per X 1’estremo inferiore e I'estremo superiore.
Per questo daremo prima la definizione di insieme limitato inferiormente o superiormente.

(Xsi dice limitato inferiormente) <4.r (Ja € R: Vo € Xa < z.)

(Xsi dice illimitato inferiormente) <g.f (Va € RIz € X 1 a > z.)
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Nel caso che X sia limitato inferiormente e possibile individuare un altro sottoinsieme di R,
che indichiamo con A, i cui elementi a saranno detti minoranti per X ed A sara detto 'insieme
dei minoranti per X.

L’insieme A ¢ definito nel modo seguente: A = {a € R:a < aVzr € X}.

Evidentemente X ¢ illimitato inferiormente se e solo se si ha A = (). Mentre X ¢ limitato
inferiormente se e solo se si ha A # (). Vale il:

Teorema 2.3.1 Dato X C R, X # 0 ed X limitato inferiormente, sia A l'insieme dei
mainorants di X .
Tesi: 3 | €R: a<e <z VacA VrelX.

Dimostrazione: Per definizione di minorante gli insiemi A ed X sono separati. Per I’assioma di
completezza di R esiste almeno un numero reale ¢’ che separa A da X, cioe tale che

a <e <aVa € AeVr € X.

L’elemento €’ ¢ unico.
Infatti se esistessero eq,es € R con

a<e <aVae AVrelX,

ed
a<e <aVae AVreX.

Si puo subito osservare che sia e; e sia e5 sono minoranti per X. Quindi si ha contemporanea-
mente e; < ey e ey < eq, dacuie; =ey. O

A questo punto possiamo dare la seguente:
Definizione 2.3.1 (estremo inferiore.) Sia X C R con X # (.

1. Se X ¢ limitato inferiormente l'unico elemento €' di R che separa X dall’insieme A dei
suoi minoranti si dice estremo inferiore e si denota anche con inf X, ¢/ = inf X. Si ha

allora:
iJa<infX VaeA,;
i)inf X <z VrelX.
2. Se X e illimitato inferiormente si pone inf X = —oo0.

(Si noti che in questo caso linsieme A dei minoranti é vuoto: A =10).

Definizione 2.3.2 (valore minimo) Sia X C R con X # ().
Si dice che X ha elemento minimo se e solo se X ¢ limitato inferiormente e se inf X € X.
In tal caso si pone min X = inf X.

Esempio 2.3.1 Assegnati a,b € R con a < b si ha:

a = inf([a, b]) = inf(Ja, b]) = inf([a, b[) = inf(Ja, b]) = inf([a, +o00[) = inf(]a, +o0|)

—o00 = inf(] — 00, a]) = inf(] — 00, a[).
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Inoltre
a = min([a, b]) = min([a, b[) = min([a, +o0]).

Infine risulta:
inf(N) = min(N) =1, inf(Z) = inf(Q) = inf(R) = —o0c.

Per definire I’estremo inferiore si e fatto uso dei minoranti di X. E possibile pero dare una carat-
terizzazione dell’estremo inferiore mediante gli elementi dell’insieme X attraverso il seguente
risultato:

Teorema 2.3.2 Sia X CR e sia m € R.

1) m<avr e X,
m = inf X <
2) VteR, t>m, JreX: m<x<t.

Dimostrazione: Sia A l'insieme dei minoranti di X (ovviamente A potrebbe essere anche vuoto).
Provo l'implicazione da sinistra verso destra e sia quindi m € R tale che m = inf X. Per
definizione di estremo inferiore si ha: a < m < zVa € AVx € X. Quindi e vera la prprieta
1). Per verificare la 2) procediamo con ragionamento per assurdo e supponiamo che sia falsa.
Ne segue che ¢ vera la negazione della 2). Cio¢ ¢ vero che 3t,¢ > m : Vo € Xt < z. Quindi
I’elemento ¢ risulta minorante per X e allora, per definizione di minorante ¢ t € A, cio¢ t < m
che contraddice la condizione ¢ > m.

Viceversa supponiamo che m € R soddisfi le proprieta 1) e 2); occorre verificare che &
a < m < aVa € AVx € X. Di queste proprieta basta allora verificare che ¢ a < mVa € A.
Il caso in cui ¢ A = @ ¢ ovvia mente verificato dal momento che A non ha elementi. Sia
allora A # (), cio¢ X sia limitato inferiormente e supponiamo, per assurdo, che la proprieta che
dobbiamo verificare sia falsa. Allora 3@ € A : @ > m. Per la 2), che ¢ stata supposta vera,
esiste T € X tale che T < @. Pero la relazione ¥ < aex € X contraddice la proprieta di @ che e
a<aVr e X equindi ¢ anchea <7. $

Allo stesso modo di come si ¢ proceduto per la definizione dell’estremo inferiore si puo
procedere per definire ’estremo superiore di una parte X di R.

Definizione 2.3.3 Sia X CR con X # (.

(X si dice limitato superiormente) <= (3b € R :Vz € Xx <b.)

(X si dice illimitato superiormente) <= (Vb € R3x € X : x > b.)

Nel caso che X sia limitato superiormente si puo considerare un altro insieme di numeri reali
che indichiamo con B, i cui elementi saranno detti maggioranti e B sara detto 'insieme dei
maggioranti per X. L’insieme B ¢ definito come segue: B = {b € R: b > a2Vz € X}. Evidente-
mente X ¢ limitato superiormente se e solo se B # (); mentre X ¢ illimitato superiormente se
e solo se B = ().

Vale anche il seguente:

Teorema 2.3.3 Sia X C R, X # (0, X limitato superiormente e sia B l'insieme dei suoi

maggioranti.
Tesi: " e Rz < e’ <bVx € XVb € B.
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Dimostrazione: Occorre constatare che X e B sono separati ed utilizzare la completezza di R
per concludere che esiste almeno un elemento ¢’ € R separatore tra X e B. La prova che tale
elemento ¢ anche unico segue dal fatto che X e B risultano contigui (il ragionamento & simile
a quello fatto per 'estremo inferiore).<

Definizione 2.3.4 (estremo superiore) Sia X C R, X # ().

I) Se X ¢ limitato superiormente ['unico elemento separatore €” tra X e l'insieme B dei
suoi maggioranti si dice estremo superiore per X, e si pone €’ = sup X.

Quindi risulta:

ir <supX VzreX,;

ii)supX <b Vbe B.
II) Se X ¢ illimitato superiormente si pone sup X = +00.
(Si noti che in tal caso linsieme B dei maggioranti di X é vuoto: B =10).
Definizione 2.3.5 (elemento massimo) Siano X CR, X # 0, ed m € R.
(m & massimo per X ) <= (m =supX edm € X ).

Dalla definizione di elemento massimo si deduce che se X ¢ illimitato superiormente allora X
non ha elemento massimo. E possibile inoltre caratterizzare I’estremo superiore di un insieme
X in termini dei suoi elementi in modo analogo a quanto visto per 1’estremo inferiore:

Teorema 2.3.4 Siano X CR con X #0 ed s € R.

1)s > aVz € X;
s =sup X <=
QVteRit<s,dJre Xt <z <s.

Esempio 2.3.2 Dati a,b € R con a <b si ha:

b = sup([a, b]) = sup(]a, b[) = sup([a, b]) = sup(]a, ])

+00 = sup([a, +-00[) = sup(]a, +oc])
ed anche
b = max([a, b]) = max(]a, b]) = max(]—o0, b]).
Infine si ha:

+00 = sup(N) = sup(Q) = sup(R).
E possibile ora caratterizzare la contiguita di due insiemi:

Teorema 2.3.5 Dati due sottoinsiemi A e B di R separati,
(A e B sono contigui ) <= (A e B hanno un unico elemento separatore).

In tal caso se ¢ a <b VYa € A, Yb € B allora si ha: sup A = inf B.

Dimostrazione: Sia ad esempio a < b Va € A, Vb € B. Siano A e B contigui e siano = ed
y elementi separatori, per assurdo sia x # y; supponiamo z < y. Allora si haa <z <y <
b Ya € A, Vb € B, che nega l'ipotesi di contiguita. Viceversa supponiamo che A e B non siano
contigui; quindi, per definizione 92 > 0 tale che Va € A e Vb € B si ha: b — a > . Pertanto
per definizione di estremi superiore ed inferiore si ha inf B — sup A > £, da cui si deduce che
I’elemento separatore tra A e B non € unico. <
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2.4 Metrica e topologia euclidee in R

E possibile rappresentare su una retta r i numeri reali R. Il risultato e di Dedekind.

Pitd in particolare data una retta r esiste definito su di essa un ordinamento naturale che e
quello secondo cui un punto precede un altro punto; inoltre considerati due punti 0 ed u con
0 # wu si possono considerare due semirette su r entrambe di origine 0, una di esse conterra
u. Si puo vedere che esiste una funzione bigettiva f : r — R, che si dice riferimento su r,
tale che f(0) = 0, f(u) = 1 e tale che f conservi gli ordinamenti, cioé considerati v,w €
rsi havprecedew < f(v) < f(w). In base a quanto appena detto il punto 0 € r tale che
f(0) = 0 prende il nome di origine della retta secondo il riferimento f, mentre il punto u € r
tale che f(u) = 1 prende il nome di punto unita di . La semiretta di r di origine 0 che contiene
u si dice semiretta positiva, mentre la semiretta di origine 0 che non contiene u si dice semiretta
negativa. Per questo motivo si usano rappresentare i punti di una retta come numeri reali.

Ovviamente e possibile considerare infiniti sistemi di riferimento su una retta r.

Per poter definire la distanza (o metrica) euclidea su R consideriamo la seguente funzione,
detta valore assoluto: |- |: R — R definita da:

r se x>0
|x|:{ Vr e R

—x se x<0
I1 suo grafico nel piano cartesiano e dato, come si deduce facilmente dalla definizione, da due
semirette che si incidono perpendicolarmente nell’origine degli assi, che si trovano nel primo e
secondo quadrante e che formano con 'asse delle ordinate angoli di 45°. Questa funzione ha le
seguenti proprieta:

Teorema 2.4.1 1. |z|>0VzeR e —|z| <z < |z|Vx € R.
2. Datoa € R, cona >0, |z| <a<= —a <z <a.
3. |z +y| <l|z|+|y| Yz,y € R (subadditivita).
4. |zy| = |z||y| Yo,y € R (proprieta moltiplicativa)

Dimostrazione: Le proprieta 1) e 2) sono ovvie. Per provare 3) siano z,y € R con x +y > 0,
allora |z +y| = z+y < |z| + |y| per la 1). Se invece, dati z,y € R, & 2 +y < 0 allora

|z +y|l = —(x+y) = —x+ (—x) < |z| + |y| sempre per la 1). Per provare infine la 4) siano
2,y € Rconxzy > 0 allorae x > 0edy > 0 oppure x < 0 e y < 0. Nel primo caso si ha:
lry| = zy = |x||y|, nel secondo caso si ha: |xy| = —(zy) = (—x)(—y) = |z||ly|. Analogo & il

caso di z,y € Resihazy <0. $

Mediante la funzione valore assoluto ¢ possibile definire la distanza (detta euclidea) tra due
numeri reali nel modo seguente:

d:RxR—=R V(z,y) e RxR d(z,y) =]z —y|

Si ha il seguente risultato:

Teorema 2.4.2 La funzione distanza verifica le sequenti proprieta:
di) d(z,y) > 0V(x,y) ERxR ed(r,y) =0z =y.
dy) Proprieta di simmetria: d(z,y) = d(y,z)¥V(z,y) € R x R
d3) Proprieta triangolare:d(x,y) < d(z,z) + d(z,y)Vx,y, z € R.
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Dimostrazione: La proprieta d;) & ovvia. Per vedere lady) si ha: d(x,y) = |[x—y| = |- 1(y—x)| =
| — 1|y — z| = |y — z| = d(y,z). Per la d3) risulta: d(z,y) = |[zr —y| =|r —2+2—y| <

Mediante la distanza euclidea appena considerata, assegnato x, € R possiamo definire alcuni
sottoinsiemi speciali di R che son gli intorni con i quali si puo considerare la teoria del limite
di una funzione.

Assegnato z, € R e § > 0 indichiamo con I(x,,d) 'intervallo aperto di centro z, e semi-
ampiezza 0: I(z,,d) =]z, — J, 2, + 6. Naturalmente si ha:x € I(x,,0) <= |z — 2| < 0 <=
d(z,z,) < 9.

Fissato 2, = —o0 e § > 0 indichiamo con I(—o0,d) la semiretta illimitata inferiormente di
estremo destro —d cioe: [(—00,d) =] — 0o, —0|.

Infine se ¢ x, = 400 e § > 0 indico con I(+00,0) la semiretta illimitata superiormente di
estremo sinistro 0, pongo allora: I(400,d) =|d, +00].

Definizione 2.4.1 (intorno di un punto) Siano assegnati z, € R e J C R.
(J eéintorno diz,) <=g4ef (36 > 0: I(x,,0) C J).

Quindi una parte J di R @ intorno di un punto z, € R se e solo se contiene un opportuno
intervallo con centro in z, e raggio 0 > 0 nel caso in cui z, € R, oppure se contiene una
semiretta illimitata inferiormente o superiormente a seconda che x, = —oo oppure x, = +00.
Assegnato 7, € R indicheremo con Z(x,) la classe di tutti gli intorni di z,.
Per la classe Z(x,) degli intorni di un punto x, € R si hanno le seguenti proprieta:

Teorema 2.4.3 Dato ., € R, sia Z(z,) la classe degli intorni di ..
1. H JeZI(x,) = HN J € I(x,).
2. JeZI(x,) e J CH= HeI(x,).
3. VH € Z(x,)3J € Z(x,) con JCH:VreJ=—JecZI(x).
Dimostrazione:

1. Se H e J sono due intorni di z, esistono §; > 0 e d3 > 0 tale che I(xz,),0;) € H ed
I(z,),02) € J. Orase e x, € R, preso § = min{dy,d>} si ha I(z.,0) C I(xs,01) N
I(xo,02) € HNJ. Quindi si ha HNJ € Z(z,). Se invece si ha z, = +0o oppure
z, = —oo prendendo § = max{dy,d} si ha I(z,,0) C I(x.,01) N I(xs,00) € HN J; e
quindi anche in questo caso si ha HNJ € Z(z,).

2. La verifica e ovvia perche se J € Z(x,) esiste 0 > 0 tale che I(xu.e,d) C J; inoltre se
J C H allora si ha anche I(x,,0) C H, e quindi H € Z(x,).

3. Sia H € Z(x,), per definizione esiste 6 > 0 tale che I(z,,d) € H. Considero allora

J = I(x,,6). Evidentemente J € Z(x,), inoltre se x € J supposto z, € R considero
o = 3 -min{z — (z, — 0),2, + § — z} allora si ha I(z,a) C)J, da cui si deduce che
J € Z(z). Se invece si ha z, = +o00 considero ad esempio a = 3 - (z — ) e ottengo
I'inclusione I(z,«) C J da cui segue ovviamente che J € Z(x).

Infine se x, = —o0 posso considerare ad esempio a = %(—5 — ).
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Teorema 2.4.4 (proprieta di separazione) 1. V21,29 € R con x1 # x9 3H € I(zy) €
IK € I(zs) : HNK =0

2. Vo1, 19 ER conwy < a9 IH € I(2y) e IK € L(w5) : Vy € H eVt € K si hay < t.

Dimostrazione: Evidentemente la proprieta 2) implica la proprieta 1). Provo quindi la 2).

Dati z1,29 € R con 27 < x5 considero § = %(332 — x1), allora posto H = I(x1,0) e K =

I(xq,0) si ha la tesi, cioe Vy € H eVt € K si hay < x1 + %(xQ — 1) < Ty — %(l‘g —x) <t
Se invece si ha z; € R ed 3 = +00 posso prendere ad esempio H = [(z1,1) e K =
|z + 2, +oo[= I(+00, x2 + 2), ottenendo ovviamente la tesi.
Se si ha 1 = —o00 ed 23 € R considero H =] — 00,29 — 2[ ¢ K =|xg — 1,29 + 1[= (22, 1);
infine se si ha 1 = —oo ed z3 = +00 posso considerare H =] — o0, —1[= I(—00,1) e K =

]1, +o0[= I(400,1). &

Definizione 2.4.2 (insieme aperto) Sia X C R.
1) X=0
(X st dice aperto) <=4e5 { oOppure

2Wr € X siha: X € Z(x).

Un esempio di insieme aperto in R ¢ dato da un qualunque intervallo aperto ]a, b[ con a,b € R.
Indicheremo a volte con A(R) la classe degli insiemi aperti di R. Proprieta fondamentali degli
insiemi aperti sono date dal seguente:

Teorema 2.4.5 1. ),R € A(R), cio¢ ) ed R sono insiemi aperti.

2. Se (A;)ier € una famiglia di aperti di R, cioé se A; € A(R) Vi € I, allora Uier A; € ancora
un aperto di R, cioé UiesA; € A(R).

3. Se Ay, Ay sono insiemi aperti di R allora Ay N Ay € ancora aperto.

Dimostrazione: La 1) & ovvia. Per verificare la 2) consideriamo l'insieme U;c;A; che chiamero
brevemente A e supponiamo che sia non vuoto (se fosse vuoto la tesi seguirebbe dalla 1). Sia
allora x € A, per definizione di unione, esiste i(x) tale che x € A;,). poiche A, ¢ aperto
risulta, per definizione, A;,) € Z(z), ne segue allora che A € Z(z) per la 2) del teorema
(2.4.4). Infine per provare la 3) considero A; ed A aperti in R tali che A = AjN Ay # D e
sia & un qualunque punto di A, per definizione di intersezione tra due insiemi si ha = € A; ed
x € Ay.Allora per definizione di insieme aperto esistono d; > 0 e do > 0 tale che I(x,d0;) C Ay
ed I(z,dy) C Ay, se ora considero § = min{dy, dp} si verifica che I(z,0) C A, da cui si ricava
che A = Ay U Ay € Z(x). Quindi A risulta aperto perche risulta intorno di un qualunque suo
punto.

Osservazione 2.4.1 Quviamente la proprieta 2) del teorema (2.4.7) si puo estendere ad un
numero finito di insiemi aperti ottenendo ancora che la loro intersezione € un insieme aper-
to. Non si puo estendere questa proprieta ad una famiglia infinita di aperti: si consideri
infatti la famiglia di intervalli aperti data da (=%, t[)nen, si verifica facilmente che risulta:

Nnen] — £, 2[ = {0} che ovviamente non & un insieme aperto.

Definizione 2.4.3 (insieme chiuso) Dato X C R.

(X'si dice chiuso inR) <=gep (R\ X € aperto in R).
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Esempi semplici di insiemi chiusi in R sono gli intervalli chiusi [a,b] con a,b € R, le semirette
del tipo | — 00, a] e [a, +oo[ con a € R. Comunque per gli insiemi chiusi di R vale il seguente
risultato:

Teorema 2.4.6 1. Se (C;)ier € una famiglia di insiemi chiusi di R allora M C; € ancora
chiuso in R.

2. Se C1,Cy sono chiusi allora C7 U Cy € ancora chiuso.

Dimostrazione: Si ottiene il risultato facendo uso della definizione di insieme chiuso e delle
formule di De Morgan. Infatti si ha R\ N;je;C; = Uier (R '\ C;) che da la tesi perche unione di
insiemi aperti € ancora un insieme aperto. Analoga dimostrazione si ha per la 2).

Osservazione 2.4.2 QOuviamente, come nel caso degli insiemi aperti, anche per gli insiemi
chiusi la proprieta 2) del teorema (2.4.10) é estendibile ad un numerofinito di insiemi chiusi
ottenendo che la loro unione é ancora un insieme chiuso. Non ¢ invece possibile estendere questa
proprieta ad una famiglia infinita di insiemi chiusi la cui unione in generale non € un insieme
chiuso: si consideri la famiglia ([—1 + +,1 — X]),en la cui unione é ovviamente l'intervallo
aperto ] — 1,1].

Osservazione 2.4.3 E il caso di notare che ci sono sottoinsiemi X di R che non sono né
aperti née chiusi, si consideri per questo l'intervallo X = |a,b| oppure l'intervalo X =|a,b] con
a,b e R.



CAPITOLO 3

FUNZIONI REALI DI VARIABILE REALE

3.1 Funzioni monotone.

Definizione 3.1.1 Siano X C R con X # 0 ed una funzione f : X — R consideriamo le
sequenti definizioni:

1. (f € crescente su X) <=gep (V21,29 € X1 < 29 = f(21) < f(22))

é strettamente crescente su X ) <=4 (V1,22 € X1 < 23 = f(21) < f(22))

>~ L o

- (f
. (f € decrescente su X) <=gep (V21,29 € X1 < 29 = f(21) > f(22))
. (f e strettamente decrescente su X) <=4y (V1,22 € X1 < 13 = f(21) > f(22)).

Normalmente si dice che f & monotona su X se e solo se f verifica una delle precedenti
definizioni.

Di facile verifica ¢ il seguente:
Teorema 3.1.1 Siano X CR, con X #0, ed [ : X — R.
1. f strettamente crescente (decrescente) = [ crescente (decrescente).
2. fé (strettamente) crescente suX <= —fé (strettamente) decrescente suX
E possibile verificare anche il seguente:
Teorema 3.1.2 Dati X CR, con X #0, ed f,g: X — R si ha:
1. f e g crescenti (decrescenti) su X = f+g: X — R crescente (decrescente) su X.
2. f crescente (decrescente) su X ed a € R, a > 0 = af crescente (decrescente su X.

3. f e g crescenti (decrescenti) su X ed f(x) > 0,g9(x) > OVx € X = fg crescente
(decrescente) su X.

Dimostrazione: E utilizzata la proprieta di compatibilita tra la relazione d’ordine e le operazioni
di addizione e di moltiplicazione in R.
1) Siano f e g crescenti su X e siano 7 e x5 due punti di X con x; < x5, si ha

f(x1) + g(71) < f(22) + g(71) < f(22) + g(72).

Da cui segue che f + g e crescente su X.
2) La verifica ¢ ovvia.

23
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3) Siano f e g crescenti e non negative su X e siano 7 ed xo due punti di X con 27 < o,
risulta:

flz1)g(z1) < f(x2)g(z1) < f22)g(22),

da cui si deduce che fg e crescente su X.

Teorema 3.1.3 Siano X CRedY CRcon X #0 edY #0 e siano f : X - Reg:Y - R
due funzioni con f(X)CY.

1. f e g crescenti (decrescenti) rispettivamente su X e suY = go [ crescente (decrescente
) su X.

2. [ crescente (decrescente) su X e g decrescente (crescente) suY = go f decrescente su

X.

Dimostrazione: 1) Siano f e g crescenti su X e su Y rispettivamente e siano z; ed xo due punti
di X con 1 < g, si ha f(z1) < g(x2) e quindi, poiche g & crescente si ha g(f(z1)) < g(f(x2)).
La verifica della 2) ¢ simile alla 1). <

Teorema 3.1.4 Siano X CR edY CR con X #0 edY # ), sia f: X — Y bigettiva e sia
f1:Y = X la funzione inversa di f.

ferescente (decrescente) suX <= f~'crescente (decrescente) suY.

Dimostrazione: Sia f crescente su X, verifico che f=! & crescente. Siano yi,y» due punti di
Y con y; < yo, poiche f e bigettiva esistono zy,rs € X univocamente individuati tali che
y1 = f(z1) ed yo = f(x2). Evidentemente ¢ x; < xo. Quindi f~! & strettamente crescente.
Analoga dimostrazione prova che se f~! & monotona allora ¢ anche strettamente monotona ed
inoltre f & strettamente monotona dello stesso carattere.

Teorema 3.1.5 Sia X C R con X # 0, se f: X — R éstrettamente crescente (stretamente
decrescente) allora f ¢& iniettiva. Quindi la funzione inversa della ridotta f~1 : f(X) — X ¢
bigettiva ed ¢ monotona dello stesso carattere di f.

Dimostrazione: Consideriamo x1,x5 € X con x; # 9, sia ad esempio z; < x9. Se f e
strettamente crescente ¢ anche f(x;) < f(z2) e quindi e f(z1) # f(z2). &

Osservazione 3.1.1 Sia X C R, con X # 0, se f : X — R ¢ iniettiva non é detto che sia
monotona.

Si consideri, ad esempio, la funzione f : R — R definita dalla relazione f(z) =z Vz € Qraz
ed f(x) = —aVz € R\ Q. Ovviamente f ¢ iniettiva ma non é monotona.

Indicheremo con M(X,R) la classe delle funzioni f : X — R che sono monotone su X,
con MT(X,R) la classe delle funzioni f : X — R che sono crescenti su X e con M~ (X, R) la
classe delle funzioni f : X — R che sono decrescenti su X. I teoremi precedenti descrivono,
quindi, proprieta delle classi precedenti; in particolare la proprieta 1) del teorema (3.1.3) dice
che MT(X,R) ed M~ (X,R) sono stabili per somma.
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3.2 Funzioni convesse
La nozione di convessita per una funzione su un insieme X ha senso solo se esso € un
intervallo. Per questo assegnata f : X — R con X C R, X # (), supporremo nel corso di questo
paragrafo che X sia un intervallo.
Osservazione 3.2.1 Se X ¢ un intervallo e se x1,x9 € X con x1 < xo allora:
Vo € [x1,mo] Ft€[0,1] : z=taxg+ (1 —t)zs.

Infatti se z € |21, 2] si ha:

Tog — X1 Lok — 1T ToX1 — T1T + T2k — Ty
= Tr = =

To — 1 To — I To — T
To — T r — T
x1+ T2,
To — T To —T1

ponendo ¢ = 2=~ (di conseguenza: 1 —t = L) si ha la tesi.

To—IT1 2—T1
In particolare per t = % resta definito il punto medio x = % e pert= % resta definito il

terzo medio x = %xl + %3?2. Infine pert =0si hax =x; epert=1sihaz=ux,.
Definizione 3.2.1 Sia X un intervallo e sia f: X — R.

Vo, 29 € X con xy < g eVt €[0,1] &

1. f ¢ convessa su X <= gy fltea+ (1= t)zy) < tf(z2) + (1 —t)f(21).

Vi, 29 € X con xy < 9 eVt €]0,1] &
2. f e strettamente convessa su X <= ges

fltry + (1= t)zr) <tf(w2) + (1 =) f(22).

Vry, 29 € X conxy < x9 eVt €[0,1] &

3. | € concava su X <= ey fltra+ (1 —t)xy) > tf(xe) + (1 — 1) f(xq).

Vay, 29 € X con xy <z eVt €]0,1] &
4. [ e strettamente concava su X <= gef

fltwy + (1 —t)a1) > tf(x2) + (1 — 1) f(21).
Teorema 3.2.1 Sia X un intervallo e sia f: X — R.
1. f é (strettamente) convessa <= —fé (strettamente) concava.
2. f e concava e convessa <= Im,q € R:  f(z) =mzx +q Yz € X.

Ve € R linsieme E ={z € X : f(z) <c}
3. f convessa su X = e vuoto oppure € un intervallo

(eventualmente ridotto ad un punto).
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Ve € R linsieme E = {zx € X : f(z) > ¢}
4. f concava su X —> e vuoto oppure € un intervallo

(eventualmente ridotto ad un punto).

Dimostrazione: La proprieta 1) & ovvia.
La verifica di 2) si ottiene tenendo conto che se 1,72 € X con x7 < x, se f & contempo-
raneamente concava e convessa su X risulta dalla definizione:

r — T To — X r — T To — X

< < Ve e X.
o _xlf($2) + _xlf(l’l) < f(z) < o _xlf(l’z) + _xlf(l“l) x
Ne segue allora che :
T— Ty — T
flz) = —f(w2) + ———f(21) Vr € X.
To — I To — T1
Ponendo allora m = % eq= W si ha la tesi.

Il viceversa e ovvio.

Per verificare la 3), cioé che E & un intervallo, basta far vedere che se x1, 25 € E con x7 < X9
allora si ha [z1, 2] C F, quindi preso x € [x1, z3] occorre provare che x € F.

Sia assegnato allora x € [x1, z5], essendo f per ipotesi convessa si ha
r — T To — X r — T To — T

fw2) + f(xr) < ¢+ c=c
To — T To — X1 To — X1 To — X1

flx) <

cioe f(z) < ¢ da cui segue che z € E. Analoga ¢ la verifica si ha se f ¢ concava. {
Osservazione 3.2.2 La proprieta 2) non é invertibile.

Infatti ci sono funzioni f : R — R per le quali I'insieme F = {x € R: f(z) < ¢} Vc € R & un
intervallo pero f non e convessa. Si consideri infatti una qualunque funzione monotona definita
su un intervallo; come esempio si consideri ad esempio la funzione f : R — R definita dalla
relazione f(x) =xseex <0, f(x) =x+2see x> 0.

Definizione 3.2.2 Siano X C R, f: X — R una funzione ed x, € X tale che X \ {z.} # 0.
La funzione

F,,: X\{z,} >R F, (z)= Jl@) = fz.) Vo e X\ {z,}

T — T,
si chiama funzione rapporto incrementale di f relativa al punto x..
Teorema 3.2.2 Siano X C R un intervallo, f: X — R una funzione.
1. f € convessa <= Vz, € X F, e crescente .
2. f e strettamente convessa <= Vx, € X F, ¢ strettamente crescente .
3. [ € concava <= VYV, € X F, ¢ decrescente .

4. [ e strettamente concava <= Vzx, € X F, e strettamente decrescente .
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Dimostrazione: Verifico la proprieta 1). Sia f convessa, sia z, € X e sia F,, la funzione
rapporto incrementale relativa ad x,, inoltre siano 1,29 € X \ {z,} con x; < z5. Sia anche
r1 < 19 < To, per la convessita di f, risulta:

flas) < T2 o) + T f )
Quindi:
f(x2)(ro — 1) < (20 — x2) f(21) + (22 — 21) f(20).
E allora:
(f(x2) — f(@o)) (w0 — 1) < (20 — @2)(f(21) — f(20)).
Cioe:

(f(x2) = f(@o)) (21 — 76) > (22 — @) (f (1) — f(20))-

Dividendo ambo i membri per (x; — z,)(x2 — 2,) si ha:

f(x1) — f(xo) < f@2) = flxo)

X1 — To To2 — To

cioe

Fs, (Il) < Fi, (x2>

In modo analogo si prova la tesi nel caso si abbia x1 < x, < x5 oppure z, < 1 < xs.
La verifica della implicazione inversa e altrettanto semplice.
La dimostrazione delle altre proprieta si ottiene con ragionamenti simili.

Teorema 3.2.3 Sia X C R un intervallo e siano f,q: X — R due funzioni.
1. f,g (strettamente) convesse = f + g (strettamente) convessa.
2. f,g (strettamente) concave = f + g (strettamente) concava.
3. f convessa (concava) => Va € [0, +00[ af convessa (concava).
4. f,g convesse, monotone dello stesso carattere e non negative = fg convessa.
5. f, g concave, monotone dello stesso carattere e non positive = fg convessa.

6. [ non negativa e concava e g non positiva e convessa ed entrambe monotone dello stesso
carattere => fg convessa.

7. f,g non negative, concave e monotone di carattere diverso = fg concava.

8. f mon negativa e convessa, g non positiva e concava, f,g monotone di carattere diverso
= fg concava.

9. f concava e positiva su X = % e convessa su X.

10. f convessa e negativa su X —> % e concava su X.
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Dimostrazione. La dimostrazione di 1), 2) e 3) ¢ banale conseguenza della definizione.
Per provare 4)siano allora xq, 22 € X con 27 < x5 e sia t € [0, 1] occorre provare che eé:

f(twg + (1 —t)z1)g(tes + (1 — t)ay) < tf(22)g(w2) + (1 —1t) f(21)g(21)

o equivalentemente:

J(teg + (1 = t)z1)g(toy + (1 = t)x1) — tf(22)g(w2) + (1 — 1) f(21)g(21) < 0.

Se f, g sono convesse e non negative si hanno le seguenti relazioni:
fltws + (1= t)z1)g(tes + (1 = t)ar) — tf (22)g(x2) + (1 — ) f(21)g(21) <

2 f(a2)g(wa) + (1 =) f(a1)g(wa) + (1 —t) f(w2)g(a1)+
(1 — )2 f(x1)g(x1) — tf(22)g(wa) — (1 =) f(w1)g(21) =
(t* = 1) f(x2)g(w2) — t(1 — 1) f(21)g(1) + t(1 —t) f(21)g(22) + t(1 — 1) f(x2)g(a1) =
(t = O)[f (z2)g(x2) + f(x1)g(x1) = f(21)g(wa) — f(22)g(21)] =
—t(1 = )[f(22)(g(z2) — g(z1)) + f(21)(9(z1) — g(22))] =
—t(1 = t)[f(z1) — f(z2)][g(21) — g(22)].

Quindi se f e g sono monotone dello stesso tipo le espressioni in parentesi quadre hanno lo
stesso segno, e pertanto si ha la tesi, cioe fg e convessa.

La dimostrazione di 5) si puo ricondurre a 4) passando da f a —f e da g a —g.

La dimostrazione di 6), 7) e 8) ¢ simile a quella fatta per 4).

Per verificare la 9) sia f concava e tale che f(z) > 0 Vaz € X; occorre provare che 1 ¢

!
convessa, cioe che Vay, x5 € X con 1 < 29 e Vt € [0, 1] si ha:

! <t oy
fltxe+ (1 —t)zy) = f(xa)

che equivale a provare che e

1
f($1)

f(@1) f(w2)
T tf() + (L —t)f ()

fltzg + (1 —t)x1) >
Utilizzando la concavita si ha:

ftwe + (1= t)z1) > tf(22) + (1 =) f(21) >
(tf (w2) + (L =) f(z1)(f (21) + (L — 1) f(22)) _
tf(zy) + (1 —1)f(2)
_ ) f(w2) + 11 = O)(f(22))* + (1 = )(f (1)) + (1= 1)* f(w1) f(w2)
tf(z)+ (1 —1t)f(xe -
fl@) faz) + (1 = O)[f (1) — fla2)]?
tf (1) + (1 = 1) f(z2)
f(z1) f(2)
tf (1) + (1 =) f(22)

>




3.2. Funzioni convesse 29

Per verificare la 10) se f & negativa e convessa la funzione —f & positiva e concava, allora
per la 9), _71 ¢ convessa; quindi % ¢ concava.

Teorema 3.2.4 Sia X C R un intervallo ed f : X — R una funzione, si consideri anche un
intervallo Y CR, con f(X)CY, esiag:Y — R una funzione.
Valgono le sequenti proprieta.

1. f,g convesse e g crescente => g o [ convessa.

2. f,g concave e g crescente => go f concava.

3. g concava e decrescente, f convessa => g o f concava.
4. g concava e crescente, [ concava => g o f concava.

Dimostrazione: Provo la 1). Le altre si dimostrano in modo analogo. Per verificare che go f e
convessa considero z1,z9 € X con x; < x5 e sia t € [0, 1], per le ipotesi fatte si ha: g(f(txe +
(1 —1t)z1)) < g(tf (22) + (1 = 1) f(21)) < tg(f(22)) + (1 = t)g(f(21)).

La prima disuguaglianza segue dalla covessita di f e dalla monotonia di g. La seconda
disuguaglianza segue dalla convessita di g.

Definizione 3.2.3 Siano X CR ed f: X — R.

dk>0: Va0 X
[ si dice di Lipschitz (o lipschitziana) su X <= ges
|f(z2) = fa1)| < klwa — 2],

Teorema 3.2.5 Sia X = [a,b], cona,b € R, un intervallo chiuso e limitato, e sia f : [a,b] — R
una funzione convessa (o concava,).
Tesi: f é limitata su [a,b], cioée Im, M € R:m < f(z) < M Vaz € [a,b].

Dimostrazione: Per verificare che f & limitata superiormente basta usare la convessita su [a, ],
quindi Vz € [a,b] si ha: f(z) < =2 f(a) + 22 f(b).

Pertanto si ha: f(z) < M = maz{f(a), f(b)}.

Per verificare invece che f ¢ limitata inferiormente utilizziamo la convessita nel modo
seguente: considero X; = [a, 2t2] ed X, = [2£L, b].

Allora si ha:

b bta _ h— bta
vre X f(TE) < 2 Ti0) + T2 f()
Quindi
2b—x) , a+b, 2(% —2)
fla) > 20D @y A
a+b 2(%% —a) a+b
e [t sy T sl VI
Inoltre Vx € X, si ha:
ath ath _
PN < T )+ 2 )
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Con calcoli simili al caso di z € X si ottiene la seguente disuguaglianza:

a-+b
)= £l

Vo € Xy f(z) 2 —2[f(
Ponendo poi

m = min{~| (5O = 1£@], () - 17 @)

si ha
f(z) >m Vz € [a,b.

Se f e concava la tesi e ancora verificata perche si puo considerare — f che e convessa, quindi
e limitata su [a, b]; di conseguenza anche f e limitata su [a, b].

Osservazione 3.2.3 Se X C R ¢ un intervallo non necessariamente chiuso e limitato non ¢
detto che una funzione f: X — R che sia convessa debba essere anche limitata.

Si consideri infatti X =R ed f: X — X definita dalla relazione f(z) =z Vo € R.

Inoltre se X =] —1,1[ ed f : X — R data dalla relazione f(z) = = Vo €] —1,1[ ¢
reciproco di una funzione positiva e concava su | — 1, 1] e si puo applicare la proprieta 9) del
teorema (3.2.7).

Entrambe queste funzioni sono convesse ma illimitate.

Teorema 3.2.6 Sia X C R un intervallo e sia f : X — R una funzione convessa (o concava).
Sia inoltre [a,b] un intervallo interno ad X, cioé tale che infX < a <b < supX.
Tesi: f e lipschitziana su |a,b], cioé Ik > 0: |f(xy) — f(z1) < k|zg — 21| V1,29 € [0, b].

Dimostrazione: Siano ¢,d € R con infX < ¢ < a < b < d < supX e considero due punti
x1,%9 € [a,b] con x; < z3.
Per la proprieta di convessita di f risulta:

flow) < 2= p(a) + - = fa)
e allora: -
f(@2) = f(z1) < d2— xll (f(d) = f(z1)) <

|2 — a4
——p U+ sup{[f(2)] - 2 € [a,b]} = Kufws — 2.
Applicando ora la definizione di convessita tra i punti ¢ < a < x1 < 9 si ottiene la seguente
disuguaglianza:

Fle) — Flas) < 22050 4+ sup{| (@) < @ € [a,B]} = alas — ).

a—cC

Considerando poi k = max{ky, ko} si ha la tesi, cioe |f(z2) — f(z1)] < klzg — 21| Vi, 29 €

[a,0]. &

Osservazione 3.2.4 Non é detto che se f: X — R é definita su X = [a,b] ed é convessa sia
anche Lipschitziana.
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Si consideri infatti la funzione f : [—1,1] — R definita dalla relazione f(z) = —v/1 — 22 Vz €
[—1, 1], essa & convessa perche rappresenta la semicirconferenza inferiore con centro nell’origine
degli assi cartesiani e raggio 1. Questa funzione, come si potra agevolmente verificare utilizzando
il calcolo differenziale, non ¢ pero lipsichitziana su [—1, 1].

Teorema 3.2.7 Sia X C R un intervallo e sia f : X — R strettamente crescente e tale che
f(X) =Y sia un intervallo di R. Sia f~':Y — X Uinversa della ridotta di f.

1. f ¢ (strettamente) convessa <= ! ¢ (strettamente) concava .

2. f & (strettamente) concava <= f~1 & (strettamente) convessa .

Dimostrazione: 1) Sia f convessa, siano yi,y, € Y con y; < yz e sia y € [y1,ys]. Per ipotesi
esistono unici x1, x2, € X tale che y; = f(21) ed yo = f(22). Siccome f & strettamente crescente

¢ x1 < x9. Considerato inoltre x € [xy, x| tale che ﬁ = ﬁ per I'ipotesi di convessita di
f si ha:
To — X r — I
f(z) < f(z1) + f(x2) = y.
T2 — X1 Ty — X1

Poiche esiste f~1, la si pud applicare alla disuguaglianza precedente; tenendo conto poi che
anche f~! & strettamente crescente si ha:

v < ) S ) = )
cioe
FHy) = o= Z:Z(y—mHm =

Yy—U Yo — Y
To +
Y2 —U Y2—n
Y—Yr Yo—Y .
S 2) + ),
Y2—Wn Y2—n
dalla quale si deduce che f~! & concava.
Ovviamente il ragionamento fatto si pud banalmente invertire facendo vedere che se f=1 &
concava allora f ¢ convessa. La verifica di 2) ¢ simile alla 1). <

xr =

Teorema 3.2.8 Sia X C R un intervallo e sia f : X — R strettamente decrescente e tale che
f(X) =Y sia un intervallo di R. Sia f~':Y — X Uinversa della ridotta di f.

1. f ¢ (strettamente) convessa <= [~! ¢ (strettamente) convessa .

2. [ ¢ (strettamente) concava <= f~' ¢ (strettamente) concava .

Dimostrazione: Si pud procedere in modo analogo al teorema (3.2.14).

3.3 Funzioni elementari

Studieremo in questo paragrafo alcune funzioni elementari che saranno utili nel seguito.
Per esse saranno applicate le definizioni e le proprieta dei paragrafi precedenti per studiarne
il segno, la monotonia e la convessita. Saranno considerate anche le condizioni per verficare
I’eventuale esistenza della funzione inversa. Alcune funzioni elementari che saranno considerate
sono in realta studiabili attraverso le conoscenze della geometria analitica o della trigonometria
elementari.
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Definizione 3.3.1 (Funzione costante su R) Dato k € R, la funzione f : R — R definita
dalla relazione f(x) =k Yo € R prende il nome di funzione costante di valore k.

Questa funzione non ¢ iniettiva, non ¢ nemmeno suriettiva perche la sua immagine ¢ ridotta al
solo elemento k: f(R) = {k}. Quindi f non ¢ invertibile. Il segno di questa funzione dipende
ovviamente dal segno della costante k che la definisce. Secondo le definizioni dei due paragrafi
precedenti f e contemporaneamente crescente e decrescente e inoltre e contemporaneamente
convessa e concava. Il grafico di tale funzione ¢ dato da una retta del piano cartesiano parallela
all’asse delle ascisse, in particolare se € k = 0 tale retta coincide con 'asse delle ascisse.{

Definizione 3.3.2 (Funzione identita di R) E la funzione f : R — R definita dalla re-
lazione f(x) = x Vx € R.

Questa funzione & ovviamente bigettiva (la sua inversa ¢ f stessa: f~! = f), ¢ positiva per
x > 0 ed e negativa per x < 0 ed e strettamente crescente. Inoltre f e contemporaneamente
convessa e concava su R. Il grafico di f e dato da una retta del piano cartesiano passante per
I'origine degli assi cartesiani ed ha coefficiente angolare 1.

Definizione 3.3.3 (Funzione valore assoluto) La sua definizione é stata gia data nel para-
grafo relativo allo studio della metrica euclidea di R. Comunque ¢ esprimibile come seque:

r se x>0

f:R—>R f(:v):|x|:{

—x se x<0.

Quindi se ¢ z > 0 il grafico di f coincide con la semiretta bisettrice del primo quadrante,
mentre se ¢ z < 0 il grafico di f coincide con la bisettrice del secondo quadrante, ovviamente
queste due semirette si incontrano perpendicolarmente nell’origine degli assi cartesiani. La
funzione valore assoluto € non negativa, cioe verifica la seguente disuguaglianza: |z| > 0Vz € R.
Inoltre ¢ strettamente crescente sulla semiretta [0, +oo[ ed ¢ strettamente decrescente sulla
semiretta | — 00, 0], una conseguanza ¢ che non risulta né iniettiva ne suriettiva. Infine &
convessa su R.$

Mediante le prime due funzioni e le operazioni fondamentali tra numeri reali di addizione,
moltiplicazione e le relative operazioni inverse si possono costruire le funzioni polinomio e le
funzioni razionali che sono rapporti tra polinomi.

Definizione 3.3.4 (Funzione polinomio di grado 1) E una funzione definita ed a valori
in R, f:R — R dalla relazione f(x) = ax + b Vr € R.

Essa si puo pensare come somma tra la funzione costante data dal valore b e dalla funzione
g(x) = az che a sua volta si puo pensare come prodotto tra la funzione costante data dal valore
a e dalla funzione identica di R.

Si verifica facilmente che f e bigettiva se e solo se € a # 0. In tal caso la funzione inversa
f7':R = R di f ¢ data dalla relazione f~'(y) = 2y — 2 vy € R.

Inoltre f e strettamente crescente se e solo se éaa > (0, mentre f e strettamente decrescente
se € a < 0. Infine f e contemporaneamente convessa e concava. Il grafico di f e dato da una
retta di coefficiente angolare a ed ordinata all’origine 0.

Allo scopo di esaminare le funzioni potenza e di verificarne la eventuale suriettivita consid-

eriamo il seguente risultato.
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Definizione 3.3.5 (Funzione quadrato, o potenza di esponente 2) E una funzione defini-
ta ed a valori in R, f: R — R dalla relazione f(x) =2* Vr e R.

La funzione quadrato ¢ non negativa, cioe verifica la seguente disuguaglianza: x? > 0 Va €
R. Inoltre ¢ strettamente crescente sulla semiretta [0, +oo[ ed ¢ strettamente decrescente sulla
semiretta | — 0o, 0]. Conseguenza di questo e che non risulta ne iniettiva ne suriettiva quindi
non ¢ invertibile. Si pud pero considerare la sua restrizione alla semiretta [0, +oo[ dove essa e
strettamente crescente e dove si ha f(]0, +oo[) = [0, +o0] (la verifica é riportata di seguito).

Si puo allora affermare che ¢ invertibile, ad esempio, la ridotta della restrizione della funzione
quadrato alla semiretta positiva. La sua inversa, f~!, & definita [0, +o0o[ ed ha valori su [0, o0,
la sua relazione ¢ data da f~'(y) = y% Vy € [0, +oo]. Essa definisce la funzione radice quadrata.

Infine, utilizzando le relative proprieta si verifica facilmente che e strettamente convessa su
R.

Il grafico & quello di una parabola con il vertice nell’origine e ’asse di simmetria coincidente
con I’asse delle ordinate

Definizione 3.3.6 (Funzione cubo, o potenza di esponente 3) E una funzione definita
in R ed a valori in R, f: R — R dalla relazione f(x) = 23 Vo € R.

La funzione cubo & negativa sulla semiretta | — oo, 0], & nulla nell’origine ed & positiva sulla
semiretta [0, +o0.

Inoltre e strettamente crescente su tutta la retta R; in conseguenza di cié essa risulta
iniettiva; essendo poi f(R) = R & anche suriettiva (la verifica é riportata di seguito). Quindi la
funzione cubo e bigettiva.

La sua funzione inversa f~! ¢ definita in R ed ha valori in R, f~! : R — R, dalla relazione
fHy) = y% Vy € R. In tal modo si definisce la funzione radice cubica.

Infine, utilizzando le relative proprieta enunciate nel paragrafo precedente, si puo vedere
che la funzione cubo e convessa dove e positiva, ed & concava dove e negativa.

Definizione 3.3.7 (Funzione potenza di esponente n € N) Assegnato n € N la funzione
¢ definita in R ed a valori in R, f: R — R dalla relazione f(x) = 2" Vz € R.

Il suo comportamento varia a seconda che n sia pari o dispari. Sostanzialmente si puo dire
che dal punto di vista del segno, della monotonia e della convessita, essa si comporta come la
funzione quadrato se n e pari. Mentre se n e dispari il suo andamento e simile alla funzione
cubo.

Lasciando al lettore il dettaglio delle altre proprieta, in questa sede vogliamo solo osservare
che dal punto di vista della invertibilita essa ¢ invertibile se I’esponente n e dispari. La funzione
inversa definisce la funzione radice di ordine n.

Se invece I'esponente e pari la funzione non risulta invertibile.

Per quanto riguarda la determinazione dell’insieme immagine di f e quindi per cio che
riguarda 'invertibilita possiamo premettere il seguente:

Teorema 3.3.1 Assegnato n € N si ha: Vy € [0, +oo[ F|z € [0, +o0] : 2" =y.

Dimostrazione: L’'unicita di x e facile conseguenza della stretta monotonia della funzione poten-
za su [0, +oo[ qualunque sia I’esponente intero n considerato. Per provare 'esistenza osserviamo
che se y = 0 considero z = 0 e per y = 1 considero x = 1. Consideriamo ora y > 1 e definiamo
i seguenti insiemi: A ={a €R:a>0,a" <yleB={beR:b>0b<yb" >y} Idue
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insiemi sono non vuoti perche 1 € A ed y € B; sono separati perche: Va € A e Vb € B si ha:
a" <y <b = a" <b" = a<b, quindi e supA < infB.

Provo che risulta: supA = infB.

Se fosse supA < inf B, considero z con z €|supA,infB]|, cio¢ con supA < z < infB.

Dalla disuguaglianza supA < z si deduce z > 0 e z € A pertanto si ha anche z > 0 e 2™ > y.
Invece dalla disuguaglianza z < infB, tenendo conto che z € B e y € B, si deduce z < y;
inoltre essendo z > 0, 2 <y e z ¢ B si ha 2" <y.

In conclusione per il numero reale z si ottengono la relazioni seguenti

2>0,2" >y, z<y, 2" >y

che sono ovviamente in contraddizione tra loro.
Pongo x = supA = inf B e verifico che & 2" = y utilizzando il fatto che A e B sono contigui,
cioe che supA = infB.
Infatti e
a" <zx"<b" e d"<y<d' Vae A VbeB,

¢ allora

y—z"<b"—a" e 2"—y<b'-—ad"

da cui segue, per le proprieta del valore assoluto:

ly —a"| < b —a™ Yae A, Vbe B.

Per una regola elementare di decomponibilita si ha:
ly — 2" <" —a" = (b—a)d" '+ " 2a+ ... +ba" 2 +a" (b —a)(ny" )

poiche Va € AeVbe Bsihaa <b<y.

Pertanto per la disuguaglianza precedente: Ve > 0 considero, per le proprieta caratteristiche
degli estremi inferiore e superiore, a. € A e b, € B tale che b, —a. < #, quindi & |[y—z"| < ¢,
per cui risulta y — 2™ = 0, cioe y = z™.

Se invece ¢ 0 < y < 1 considero per il caso precedentmente considerato z > 0 tale che

. . . . . . RN . n
= i e quindi il numero % verifica la richiesta fatta perche e ovviamente (%) =y.

q:n

Conseguenza del risultato appena dimostrato é la seguente definizione:

Teorema 3.3.2 1. Sia n pari.

La funzione f : [0,+o00[— [0,400[ definita dalla relazione f(x) = a™ Vo € [0,4+o00] &
bigettiva, quindi é invertibile.

La sua inversa f~1 : [0, +oo[— [0, 400 si chiama la radice di ordine n e si indica con {/-
cioe [~ (y) = Wy Yy € [0, +ocl.
2. Sia n dispari.

La funzione f : R — R, definita dalla relazione f(x) = 2" Vo € R ¢ bigettiva, quindi é
invertibile.

La sua inversa f~!' : R — R si chiama la radice di ordine n e si indica con /- cioé
=) =y Yy €[0,+o0l.



3.3. Funzioni elementari 35

Dimostrazione: Per verificare 1) basta leggere la tesi del teorema (3.3.1).

Per verificare la 2) sia y €] — 00, 0], allora —y €]0, +00[. Allora per il teorema (3.3.1) esiste
un solo z €]0, +oo| tale che 2™ = —y. Se ora considero —x evidentemente si ha (—z)" =y. &
In base al teorema precedente e possibile quindi definire la funzione radice di ordine n.

Come si é gia notato, per essa 'insieme di definizione cambia a seconda che n sia pari o che
n sia dispari.
Il tutto puo essere riformulato in modo piu esauriente secondo la seguente definizione.

Definizione 3.3.8 (Funzione radice di ordine n o funzione potenza di esponente 1, con n pa

n?
Sia n € N con n pari.
E definita la funzione /- : [0, +oo[— [0, +o0] dalla relazione sequente

Va € [0, 400 Va =y <uey = y".

A volte questa funzione viene indicata come funzione potenza di esponente %

I risultati dei due paragrafi precedenti permettono di affermare che la funzione radice di
ordine n, con n pari, ¢ strettamente crescente, concava e a sua volta ¢ essa stessa bigettiva,
quindi la sua immagine ¢ data ancora da [0, +o0].

Definizione 3.3.9 (Funzione radice di ordine n o funzione potenza di esponente 1, con n dis

o
Sian € N con n dispari.
E definita la funzione /- : R — R dalla relazione sequente

Ve €R {x =y gy z=y"

Anche in questo caso, a volte, questa funzione viene detta funzione potenza di esponente %
Essa ¢ negativa su | — 0o, 0[ ed & positiva su |0, +00], & strettamente crescente e bigettiva,ed &
convessa dove ¢ negativa e concava dove ¢ positiva.

Possiamo ora considerare la funzione esponenziale di base a €]0, +00|

Per poter definire in R la funzione esponenziale di base a €]0, +00], &€ opportuno considerare
la definizione preliminare di funzione esponenziale definita sull’insieme Q dei numeri razionali
i cui elementi sono facilmente rappresentabili mediante rapporti di numeri interi. Successi-
vamente si passa alla definizione della funzione esponenziale quando l’esponente é un numero
reale facendo ricorso alla proprieta di densitd di Q in R ed alle definizioni delle operazioni di
estremo superiore e di estremo inferiore.

Consideriamo ora la definizione quando l’esponente é un numero razionale. Abbiamo la
seguente definizione:

Definizione 3.3.10 Assegnato un numero a €]0,400| definiamo la funzione exp, : Q — R
esponenziale di base a nel modo sequente:

m
n

= vam™ seem,n €N,

(a

a’=1seeém=0,

VreQ con r= expa(r) =

n 1

a—"’l/

seem € Z,m<0,neN.

a” =
\

Per questo consideriamo prima il seguente risultato:
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Teorema 3.3.3 Assegnato a €0, +0o0[, la corrispondente funzione exp, : Q — R definita
precedentemente ¢ monotona. In particolare:

1. se ¢ a €]0,1] allora exp, é strettamente decrescente;
2. se ¢ a €|1,+00| allora exp, € strettamente crescente;

3. se a =1 la funzione exp, € costantemente uguale ad 1.

Inoltre si ha: exp,(r + s) = expy(r)exp.(s) Vr,s € Q.

Dimostrazione: Se ¢ a =1 la tesi e ovvia.

Supponiamo a > 1 e siano ¢ = * e g2 = % due numeri razionali con m,r € Z ed n,s € Ne
con q; < ¢ga. Si ha allora ™ < ~ e quindi ms < rn, poiche a > 1 risulta a™* < a™, considerando
ora la potenza di esponente % di ambo i membri si conserva la disuguaglianza e si ha: a» < a*.

Se & a €]0, 1] per dedurre che la funzione exp, ¢ strettamente decrescente considero % per

il quale si ha: % > 1. Pertanto se ¢; e g2 sono due numeri razionali con ¢; < ¢o, per quanto

. q1 q2 . .
provato nel caso precedente, si ha % < % da cui si deduce che a?* > a®.

Teorema 3.3.4 Siano A, B C Q contigui, sia a €]0,4+00| e siano X = {a® : x € A} ed
Y = {a¥ : y € B} gli insiemi immagine di A e di B rispettivamente mediante la precedente
funzione exp,, cioe: X = exp,(A) ed Y = exp,(B).

Tesi: X ed Y sono contigus.

Dimostrazione: Se ¢ a = 1 la tesi € ovvia, in tal caso infatti si ottiene X =Y = {1}.

Supponiamo intanto a > 1 e supponiamo anche che Vx € A, Vy € B x < y, allora per il
risultato precedente si ha a* < a¥ Vo € A Vy € B. Per verificare che X ed Y sono contigui
considero € > 0, ¢ numero razionale con r < g Vx € A, inoltre dati z € A ed y € B con
y—x < % (n € N da determinarsi opportunamente) si ha:

-1
ay —a"=a"(a""—1)<a%(a¥ " —-1) < aq(a% -1 < B
n

Se allora si considera n € N tale che aqa—;l < g, cioe n > aan_l, si ha la tesi.
Se ¢ a €]0, 1] il ragionamento per ottenere la tesi ¢ simile. <

E possibile ora definire la funzione esponenziale perche, considerato un qualunque x € R i
due insiemi

Axz) =QN] — oo, 2|

B(z) = QN]x, +oo|

sono contigui. Quindi e possibile dare la seguente definizione:

Definizione 3.3.11 1. Sia a €]1,400] allora Vx € R si definisce a® nel modo sequente:

a® =gef sup{a’ : g € QN| — oo, z[} = inf{a" : r € QN|z, +o0[}.

2. Sia a €]0, 1] allora Yz € R si definisce a® nel modo sequente:

a® =g inf{a?: g € QN] — oo, z[} = sup{a” : r € QN|z, +0o0[}.
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3. Sia a =1 si definisce 1* =1 Vr eR.

Continueremo a chiamare ancora con exp, : R — R la funzione appena definita, e porremo
anche exp,(z) = a® Vr € R

Teorema 3.3.5 Assegnato a €]0,+o00[\{1} si ha:

1. Yz € Q i due valori che determinano exp,(x) mediante le due definizioni precedenti sono
uguali.

2. La funzione exp, : R — R ¢ strettamente monotona, in particolare se ¢ a €]0,1] ¢é
strettamente decrescente mentre se é a €|1,400| € strettamente crescente.

3. La ridotta all’insieme |0, +o0[ della funzione exp,, che con abuso di linguaggio, contin-
ueremo a chiamare ancora con exp, : R —]0,400], & bigettiva, quindi é invertibile.

Cioé si ha: Yy €]0,+oo[ Jx € R: a” =y.

4. La funzione esponenziale definita nella definizione precedente € ['unico prolungamento
monotono da Q ad R della funzione exp, definita in (3.3.1). Cioé se g : R — R ¢
monotona e risulta g(x) = exp,(x) = a® Vo € Q allora si ha: g(z) = exp,(z) = a® Va €

R.
5. Risulta a™¥ = a*a¥, (a®)¥ = a™ ed (ab)® = (a*)(b") Va,y € R.

Dimostrazione: 1) Assegnato x € Q con x = ™, dalla prima delle due definizioni considerate si
deduce che risulta exp,(z) = a® = a™ ; inoltre si puo osservare che:

=sup{a?:qe Q,q <z} =inf{a" :r € Q,r >z}

da cui si deduce che la tesi ¢ vera.

2) Sia a €]1, +o0], verifico che la funzione exp, ¢ strettamente crescente. Per questo siano
1,y € R con x1 < x9, considero allora y1,y2 € Q con 1 < y; < Yy < 9. Per definizione,
tenendo presenti le proprieta dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore, si ha exp,(z;) <
exp, (1) ed exp,(y2) < exp,(x2). Inoltre per la stretta crescenza di exp, su Q si ha exp,(y1) <
exp,(y2). Quindi si ha la tesi perche risulta:

exp, (71) < exp, (Y1) < exp,(y2) < exp,(22).

Simile ragionamento si puo fare per provare che exp, ¢ strettamente decrescente se risulta
a €0, 1].

3) Anche in questo caso supponiamo intanto a €]1, +o0[ e sia y €]0, +o00[. Considero allora
idueinsiemi A={¢g€eR: a? <y} e B={reR: a" >y} e verifico che sono contigui.

Intanto osservo che risulta ¢ < r Vg € A Vr € B perche ¢ a €]1,400[ e quindi exp,
risulta strettamente crescente. Ne segue allora che ¢ supA < infB. In realta pero risulta
supA =infB.

Infatti se fosse supA < infB allora Vz €|supA,infB| sarebbe a* > y perche z ¢ A ed
inoltre & a* < y perche z ¢ B, e pertanto sarebbe a* =y Vz €|supA,infB][. Cioe exp, sarebbe
costante su un intervallo, mentre & strettamente crescente. Pongo allora x = supA = infB, e
provo che risulta a® = y. Per ottenere questo risultato provo che:

Ve>0 é |a" —y| <e.
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Fisso allora € > 0. Inoltre osservo che si ha:

Ve AVre Bg<zrz<r=a?’<a"<a",

essendo inoltre

a! <y<a Vge AVre B

si ha:

y—a*<a —a? eda®*"—y<a —a?’Vge AVr € B.

Quindi in particolare risulta:
la® —y| <a" —a?’=al(a"1—1) Vg€ ANQVr e BNQ.

Se ora si consideran € Nconr—q < % e con la proprieta ulteriore per cui si ha: a“C(an;l) <,
risulta provata la tesi. Anche in questo caso se ¢ a €]0,1[, considero 1 €]1,+o0[, quindi
assegnato y €]0, +oo[ considero X e allora esiste z € R tale che %m = é da cui si deduce che
a” = y. L’unicita segue dalla stretta monotonia della funzione esponenziale.

4) Sia a > 1 e sia g : R — R monotona tale che g(q) = exp,(q) = a? Vq € Q, allora
sex € R\ Qsiha: a? < g(z) < a” Vg€ Q cong < x Vr € Qeconz < r. Quindi
sup{a?:qe Qg <z} < g(x) < infl{a":r € Q,z <r}. Pero per il teorema (3.3.5) i due
insiemi X ={a?:¢q€ Q,q<z}edY ={d" :r € Q,z <r} sono contigui, perche trasformati
mediante la funzione exp, dei seguenti insiemi contigui A ={q:¢q€ Q,q<zx}eB={r:re
Q, z < r}, ed hanno quindi lo stesso elemento separatore che coincide con a”.

Pertanto risulta g(x) = a”, che ¢ cio che si voleva provare. Il caso a €]0, 1] si tratta in modo

analogo al caso a > 1. 5) La verifica delle proprieta enunciate ¢ conseguenza della definizione

della funzione. <

Osservazione 3.3.1 Assegnato a €]0,4+00[\{1} si verifica che la funzione exp, : R — R ¢
strettamente convessa, mentre come detto gia precedentemente, per a = 1 la funzione exp; ¢
costantemente uguale ad 1.

Dalla proprieta 3) del teorema (3.3.7), se & a €]0,+oo[\{1}, si deduce che esiste la funzione
inversa di exp, : R —]0, +00], cio¢ esiste exp,' :]0, +00[— R.

Definizione 3.3.12 Si definisce logaritmo in base a, e si indica con log,, la funzione:

log, :]0, +oo[= R  log,y =2 <=4 a” =y Vy €|0,+00].

E allora possibile definire nel piano cartesiano di ascissa x ed ordinata y una nuova funzione
elementare le cui proprieta sono citate dal seguente risultato.

Teorema 3.3.6 Assegnato a €]0,+oo[\{1} ¢ definita la funzione log, :]0,+oo[— R dalla
relazione:
log, © =y <=4ey 0¥ =z Vo €0, +00].

La funzione log, ha le sequenti proprieta:

1. Euna funzione strettamente monotona. In particolare se € a > 1 ¢ strettamente crescente,
mentre se ¢ 0 < a < 1 e strettamente decrescente.
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2. Se e a>1 alloralog,x >0 <= x> 1, log,x =0 <= 2 =1 ed infine log,r < 0 <=
0<z <.

Se invece ¢ 0 < a < 1 alloralog,z > 0<4<= 0<z <1, log,x =0 <= x =1 ed infine
log,z <0<z >1.

3. log,(zy) = log, xlog, vy, log,(z¥) = ylog, x, log, © = ii—zz Ve >0, Va > 0,a # 1, Vb >
0,b# 1.

4. La funzione log, e strettamente concava se e solo se e a > 1, mentre e strettamente
convessa se e solo se ¢ 0 < a < 1.

Dimostrazione: Si ottiene facilmente dai risultati sulla funzione esponenziale e dai risultati
generali sulle funzioni monotone e sulle funzioni convesse considerati nei paragrafi precedenti.

&

Osservazione 3.3.2 Vule la pena osservare esplicitamente che non esiste il logaritmo in base
1.

Inoltre é opportuno rilevare che si ha: log, a = 1 Va €]0, +oo[\{1} elog, x~! = —log, x Vz >
0 Va €]0,4o00[\{1}.

Utilizzando la definizione adottata per la funzione esponennziale é possibile definire la funzione
potenza ad esponente reale.

Definizione 3.3.13 (Funzione potenza ad esponente reale) Assegnato o € R si definisce

funzione potenza ad esponente reale la sequente funzione f :]0,+oo[— R definita dalla relazione
fz) =2z~ Vz €]0,+o0].

Assegnato un numero reale a > 1 (ad esempio) ¢ possibile vedere la funzione f potenza ad espo-
nente reale come funzione composta tra una funzione esponenziale ed una funzione logaritmo
nel modo seguente:

fz) = 2% = a8 Yz €]0, +o0[.

Utilizzando quindi i risultati sulla funzione esponenziale e sulla funzione logaritmo, si puo
considerare il seguente risultato:

Teorema 3.3.7 1. f(x) >0 Vz €]0,400[, Ya > 0.

2. f e strettamente crescente se e solo se risulta o > 0, mentre f é strettamente decrescente
se e solo se & a < 0. Inoltre si ha: f(]0, +oo[) =]0, +o0[ Va #£ 0.

3. Se é a # 0, la ridotta all’intervallo 10, +oc[ di f, che con abuso di linguaggio chiamo
ancora con f :]0, +00[—]0, +00[, & invertibile e la sua inversa f~* :]0, +00[—]0, +oo[ & la
funzione potenza di esponente é, quindi Yy €]0, +oo| f1(y) = ya.

4. [ € strettamente convessa se e solo se ¢ a > 1 oppure se ¢ a < 0, f ¢é strettamente
concava se e solo se ¢ 0 < a < 1. Se ¢ a« = 0 la funzione [ wvale costantemente 1 ed ha
come grafico la semiretta parallela all’asse delle ascisse, se ¢ a = 1 la funzione f ha come
grafico la semiretta bisettrice del primo quadrante.
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Osservazione 3.3.3 Se a é un numero naturale, cioe se o € N, la funzione potenza definita
ora ¢ la restrizione della funzione potenza ad esponente intero all’intervallo |0, +ool.

Se invece o = % la funzione potenza diventa la restrizione della funzione radice di ordine n
all’intervallo |0, 4+o00].

Siamo ora in grado di considerare le funzioni trigonometriche.

Considereremo le funzioni trigonometriche definite nella forma intuitivo-geometrica e uti-
lizzeremo la procedura che fa uso della circonferenza con centro nell’origine O degli assi carte-
siani ed avente raggio 1.

Tale circonferenza, come noto, é definita come la circonferenza goniometrica.

Una definizione rigorosa di queste funzioni prevede 1'uso degli omomorfismi tra il gruppo
additivo (R, +) e quello moltiplicativo (U, *) dei numeri complessi di modulo 1.

Indicato con A il punto di intersezione tra la circonferenza ed il semiasse positivo dell’asse
delle ascisse esso si denota come 'origine degli archi, che vengono misurati sulla circonferenza.

Considerato anche un punto P sulla circonferenza goniometrica restano individuati due archi
che hanno entrambi come estremi i punti A e P. E definita positiva positiva la misura dell’arco
che, partendo da A, viene percorso in verso antiorario, mentre ¢ definito negativo il segno della
misura dell’arco che viene percorso nel verso orario.

Definizione 3.3.14 (cosz e sinx) Sia x la misura dell’arco AP misurato, sulla circonferenza
goniometrica, nel verso orario o antiorario. L’ascissa di P prende il nome di cosx, mentre
lordinata di P prende il nome di sin x.

Dalla definizione si deducono le seguenti proprieta:
1. -1 <sinzx<le—-1<coszx <1 VrelR.
2. sin(x + 2k7m) = sinz e cos(x + 2km) = cosz Vr € Re Vk € Z.

3. cost > 0= € Uy (] — 5+ 2km, 5 + 2kn]).

(
4. cosx <0 <=z € Uy (15 + 2km, 3 + 2kn]).

5. sinw > 0 <=z € U, (|2km, 7 + 2k7]).

(
6. sine < 0 <= v € Uz (|7 + 2k, 27 4 2k7[).
7. cosz’ +sinz* =1 VzeR.

Valgono anche altre relazioni.
In particolare in questa sede vogliamo citare le formule di addizione e di sottrazione della
funzione cos e della funzione sin:

cos(z+y) =coswcosy —sinxsiny cos(z —y) =cosxcosy+sinrsiny Vr,y € R.

e

sin (z +y) =sinzcosy + coszsiny  sin(z —y) =sinzcosy — coszsiny Vr,y € R

E opportuno citare anche le formule di prostaferesi che trasformano somme di coseni e seni
in prodotto.
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Quelle relative alla sottrazione possono essere utilizzate per dimostrare la continuita e la
derivabilita delle funzioni sin e cos.

cos p+cos q = 2 cos (I%) cos <]%) , Cosp—cosq = —2sin (I%) sin (?) Vp,q € R

e

sin p+-sin g = 2 sin (]%) cos (]%) , sinp—sing = 2 cos (Z%) sin (]%) Vp,q € R

Definizione 3.3.15 (tanxz) Sia x un arco di origine A misurato in senso antiorario sulla
circonferenza goniometrica, con T # 5 € con T 37” e sia P il secondo estremo dell’arco.

Sia B il punto di intersezione tra la retta r tangente in A alla circonferenza ed il prolunga-
mento p del raggio passante per P.

St definisce tanz la misura, con segno, del segmento AB. Questa misura si prende con
il segno positivo se il segmento AB si trova nel semipiano delle ordinate positive, mentre é

considerata negativa se il segmento AB si trova nel semipiano negativo delle ordinate.

Si verifica facilmente che la funzione tan x é periodica di periodo w. Cioé si ha:
tan (x 4+ km) = tanx
Mediante considerazioni tra triangoli simili si deduce che

mnax
tanx =

VreR con cosz # 0.
Cos T



CAPITOLO 4

IL LIMITE DI UNA FUNZIONE

4.1 Limite di una funzione e prime proprieta.
Definizione 4.1.1 (punto di accumulazione) Siano z, € R ed X C R.
(zo  si dice punto di accumulazione per X) <=4r (VI € Z(z,) si ha: INX\ {x.} #0).

Indicheremo con D(X) l'insieme dei punti di accumulazione di X, tale insieme sara a volte
chiamato il derivato di X. Se x, non e punto di accumulazione per X si dice isolato rispetto
ad X; quindi e possibile dare la seguente:

Definizione 4.1.2 (punto isolato) Siano z, € R ed X C R.

(xo  si dice isolato rispetto ad X) <=sger (31 € L(zo) : IN X\ {z} = 0).

L’insieme dei punti isolati per X & allora R \ D(X).
Esempio 4.1.1 1. Se X = R allora D(R) = R.

2. Se X =N allora D(N) = {+00}.

3. Se X =la,b] con a < b allora D(]a,b]) = [a,b)].

4. Se X = {%:n e N} allora D(X) = {0}.

Definizione 4.1.3 (limite) Sia X C R con X # 0, sia f : X — R e siano z, € D(X) ed
(eR.

(lim f(z) =€) =gy VT €Z(f) T €L(x,) : VYoe(INX)\{z.} = f(z)el).

T—To

Consideriamo ora due esempi molto semplici ma molto importanti di funzioni: la funzione
costante e la funzione identita, per esse vogliamo valutare il limite in un qualunque punto di
accumulazione.

Queste funzioni sono importanti perche mediante le operazioni di addizione e di moltipli-
cazione e le loro rispettive operazioni inverse (sottrazione e divisione) si possono ottenere le
funzioni razionali (che sono rapporti di polinomi); inoltre mediante il comportamento di queste
due particolari funzioni e mediante alcuni teoremi che saranno considerati successivamente si
potra studiare anche il limite delle funzioni razionali.

42
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Esempio 4.1.2 1. Sia k € R assegnata e sia f: R — R tale che: f(x) =k VzeR.
Di solito, con abuso di linguaggio, si chiama la funzione costante k.

St vuole verificare che
Vo, € R Jlim f(x) =k
T—To
cioé
lim k= k.

T—To

La verifica ¢ molto semplice dal momento che fissato J € I(k) si puo considerare I =
R € Z(z,). InfattiVe € INR\ {z.} si ha: f(z) =k € J.

2. Considero ora la funzione identica di R cioé f : R — R definita dalla relazione f(r) =
xr VrelR.
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Si vuole verificare che:

Vo, € R I lim f(x) = a,

Tr—rTo
cioé

lim z = x,.
T—To

Infatti fissato J € Z(x,) (con x, considerato come il limite, quindi valutato sull’asse delle
ordinate) posso prendere I = J (adesso I ¢ considerato sull’asse delle ascisse), allora é
ovvio che Vx € INR\ {z.}f(x) =z € J.

Teorema 4.1.1 (unicita del limite.) Siano X CR, f: X - R ed 2, € D(X).
Jlim f(x) =0 ed 3 lim f(z) =m

T—To T—To
Tesi: £ = m.

Dimostrazione: Per assurdo sia ¢ # m, e, per la proprieta 1) di separazione degli intorni
citata nel teorema (2.4.5) siano H € Z({) e K € Z(m) con H N K = (.

Utilizzando la definizione di limite per ¢ & possibile affermare che: JA € Z(z,) : Vo €
ANX\{z.}f(x) € A, applicando poi la stessa definizione di limite per il valore m si prova che
dB € I(x,) : Ve € BN X \ {z.} f(x) € B.

Considerando ora linsieme I = A N B per esso si ha I € Z(z,). Inoltre risulta Vx €
INX\{z.} f(z) € Aed f(x) € B.

Cioe Vx € IN X \ {x,} si ha f(x) € AN B, ne segue che AN B # (). Perd per ipotesi si ha
ANB=0. <

Esempio 4.1.3 1. Si consideri la funzione esponenziale di base a > 0, f(x) =a® Vx € R.

Vogliamo provare che
Ve, € R 3 lim a" = a™

T—To

e che valgono anche le sequenti proprieta

a>1l= dlm =0 ed I lim a* =400

T—r—00 r—+00
a€l0,l[= 3 lim a*=400 ed I lim a"=0
T——00 r—r+00

2. Si consideri la funzione logaritmo di base a > 0 ed a # 1, f(x) = log,x Vz €0, +o0].
Vogliamo provare che

V. €]0,4+o00[ 3 lim log, x = log, x,

T—To

e che valgono anche le sequenti proprieta

a>1= dlimlog,z=—-0c0 ed 3 lim log,x = 400
z—0 T—+00
a€]0,1[= Jlimlog,z =400 ed 3 lim a* = —o0
z—0 T—+00



4.1. Limite di una funzione e prime proprieta. 45

3. Si consideri la funzione trigonometrica f(x) =sinz Va € R. Vogliamo provare che

Ve, € R J lim sinx = sin 2,
T—To

e che valgono anche le sequenti proprieta

A lim sinx e A lim sinz
r—r—00 r—r+00

4. St consideri la funzione trigonometrica f(x) = cosx Vax € R. Vogliamo provare che

Ve, € R 3 lim cosx = cos .
r—To

e che valgono anche le sequenti proprieta

A lim cosx e A lim cosz
T——00 T—+00

I seguente teorema mette a confronto due funzioni assegnate attraverso il dei loro limiti, che
si suppone esistano.

Teorema 4.1.2 (confronto) Siano X C R, z, € D(X) ed f,g : X — R. Supponiamo che
3 lim f(z) =/¢ ed 3 lim g(z) = m.
T—To T—To
Tesi:

a) l <m= 3 € L(x,) : Ve e IN X\ {z.}f(x) < g(x);

b) Al € I(z,) Ve e IN X \{z.}f(z) < g(x) = ¢ < m.

Dimostrazione: a) Poiche ¢ ¢ < m, per la proprieta 2) del teorema di separazione degli
intorni, esistono A € Z(z,) e B € Z(m) tali che Ya € A e forallb € B si ha a < b. Utilizzando
tali intorni A e B nella definizione di limite per f e per g rispettivamente: 3H € Z(z,) : Vo €
HNX\A{z.} si ha f(z) € A ed inoltre IK € Z(x,) : Vo € KN X \ {x.} si ha g(x) € B.
Considerando I = H N K si ha intanto I € Z(z,) ed inoltre Vo € I N X \ {z.} si ha: f(z) € A
e g(z) € B, cioe f(z) < g(x).

b) Per poter provare tale implicazione supponiamo,per assurdo, ¢ > m. Allora per a) esiste
A € I(x,) tale che Ve € UN X \ {z.} ¢ f(z) > g(z). Inoltre per ipotesi esiste I € Z(z,) tale
che Ve € INX \ {z.} ¢ f(x) < g(z). Considerando ora V = AN si ha V € Z(x,) e inoltre
Ve e VNX\{z} e contemporaneamente f(z) > g(x) ed f(z) < g(x). &

Anche il teorema che segue e in realta un teorema di confronto. Infatti esso si puo leggere
utilizzando il precedente risultato quando una delle due funzioni e quella nulla. Qust’ultima,
dal punto di vista geometrico, rappresenta 1’asse delle ascisse. Il risultato che si ottiene riguarda
allora il confronto tra il grafico della funzione assegnata ed il suddetto asse. Una conseguenza
immediata di questo confronto consiste nella determinazione del segno della funzione quando
sia noto quello del limite.
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Teorema 4.1.3 (permanenza del segno) Siano X CR, x, € D(X) ed f: X — R,
Supponiamo che 3 lim f(x) = (.
T—=To

Tesi:

a)l <0= 3l €Z(z,) Ve elInX\{x}f(z) <O.

b) Al € I(z,) : Ve e INX \{z.}f(z) 0= (¢ <0.

Dimostrazione. E possibile ottenere la proprieta a) considerando la analoga proprieta a)
del teorema del confronto e mettendo in quella proprieta la funzione f di questo teorema e
la funzione g costantemente uguale a 0 su X, cioe la funzione g(z) = 0¥z € X, e ricordando
che tale funzione ¢ ha limite in x, uguale a 0. Stesso ragionamento se si vuole dimostrare
la b): occorre sostituire la funzione g(x) = 0¥z € X nella analaga proprieta del teorema del
confronto.

Teorema 4.1.4 (limitatezza locale) Siano X C R, z, € D(X) ed f: X — R. Supponiamo
che 3 lim f(z) =1 €R.

Tr—rTo
Tesi:

1 keRE>0 ed I €Z(z,) : VeelnX\{z,} —k<f(z)<k.

Dimostrazione. Si consideri I'intorno J =]¢ — 1, ¢+ 1] del limite ¢ e sia I € Z(z,) un intorno
di z,.

Evidentemente Vo € I N X \ {z.} si ha: f(x) € J, cioé: £ —1 < f(z) < £+ 1. A questo
punto basta considerare k = |[¢| + 1 > 0 per avere la tesi.

4.2 Teoremi sulle operazioni.

In questo paragrafo considereremo teoremi che legano 'operazione di limite con le principali
operazioni algebriche tra funzioni.

Teorema 4.2.1 (addizione, moltiplicazione, divisione) Siano X C R, X # 0, z, €
D(X) ed f,g: X — R due funzioni. Supponiamo che 3 lim f(x) = ¢ e che 3 lim g(x) = m.

T—To T—To
Tesi:

1.3 l4+m = Flim(f(z)+g(zx))=L+m.

T—To

2.3 tm = 33612111 (f(x)g(x)) = tm.

— d lim @ = £
=owo g(z) M

3. 3

£
m

Dimostrazione: Verifico la proprieta 1) riguardante I’addizione di funzioni.

L’ipotesi per cui £ +m non e forma indeterminata esclude la possibilita che possa essere
¢ = 400 ed m = —oo oppure che sia / = —oo ed m = +o0.

Sia allora J € Z(¢ + m), verifico preliminarmente che esistono A € Z(¢) e B € Z(m) tale
cheVae AeVbe Bsiha: a+0be J.
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Infatti se si ha ¢, m € R allora dato J € Z({+m) esiste € > 0 tale che [{+m—2¢, {+m+2¢][C
J, considero allora A =|¢ — e, + [ e B =]m — ¢, m + ¢[ che sono gli intorni cercati.

Se invece & ¢ = 400 ed m € R si ha ¢ +m = +o0; in tal caso dato J € Z(400) esiste € > 0
tale che |e,4+00[C J.Considero ora ad esempio A =] — m, +oo[ e B =|m — £, m + €[ ottenendo
rispettivamente gli intorni di ¢ e di m che ci interessano.

Seel =—ooedm € Rsihal+m = —oo, allorase e > 0 ¢ tale che | -0, —¢[C J € Z(—00),
posso considerare ad esempio A =] — 0o, —m — 2¢[ e B =|m —e¢,m + ¢[.

Se ¢ £ = m = +oo allora evidentemente ¢ £4+m = +o00; se allora ¢ > 0 ¢ tale che |e, +00[C J
posso ad esempio considerare A = B =|e, +00].

Gli altri casi per £ e per m si risolvono facilmente tenendo presenti quelli appena visti.

Ora applico ad A ed a B rispettivamente per la funzione f e per la funzione g la definizione
di limite, che per ipotesi esiste per entrambe.

In corrispondenza di A € Z(¢) esiste H € Z(x,) tale che Vo € HN X \ {z.} f(x) € A.

Allo stesso modo in corrispondenza di B € Z(m) esiste K € Z(x,) tale che Vo € K N X \
(s} g(z) € B.

Considerato ora I = H N K si puo dire che Ve € IN X \{z.} f(x) € Aeg(x) € B, quindi
f(z) 4+ g(x) € J, che ¢ la tesi.

Per verificare 2) osservo preliminarmente che Iespressione /m non ¢ forma indeterminata,
cioe & una espressione con risultato in R e quindi ¢ una forma determinata, quando non &
¢ = £+00 ed m = 0 oppure quando non si ha £ =0 ed m = +oc.

Come gia visto per la 1), anche in questo caso verifico che: se fm non e forma indeterminata
allora vale la seguente proprieta:

VJeZ(lm) JAe€Z(l) ed IBe€Z(m) taleche Yac A e Ybe B siha abe J.

Per verificare questa proprieta cominciamo col supporre £,m € R, sia J € Z({m) e siaec > 0
tale che [fm —e,fm +€[C J.

Determino o > 0 tale che, considerato A =|¢ — 0,0+ o[ e B =|m — o, m + o[, essi siano gli
intorni cercati.

Per questo osservo che Va € A e Vb € B risulta:

lab — fm| = |ab — am + am — fm| < |ab — am| + |am — ¢m| =

lallb —m| + la = lljm| < (|t| + o) + o|m| = o* + (|f| + |m|)o <e.

Quindi la relazione che determina ¢ in corrispondenza di £, m, e & la seguente:
o® + (|¢| + |m|)o —e <0
da cui si deduce che una soluzione o e data dalla relazione:

o 1=+ Im]) + /(] + [m])* + 4¢
4 4 '

Seel =+ooedm € R conm > 0 allora & fm = +o00, quindi se € > 0 & tale che |e, +o0o[C J
basta prendere o = 2, e gli insiemi A =%, +oo[ e B =|2, 3]
In tal caso la richiesta e certamente soddisfatta, infatti Va € A e Vb € B si ha ab > %m =c

2
cioe ab €le, +00[C J, cioe ab € J.
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Se risulta £ = +0o ed m € R con m < 0 si ha evidentemente {m = —oo, allora preso € > 0
tale che | — 0o, —¢[C J si puo considerare o = ==.

Di conseguenza si pud considerare A =] — 2 4o00[ e B =|2, 2. In tal caso si ha il risultato
voluto, infatti Va € A e Vb € B si ha: ab < —%% = —¢ cioe ab € J.

Se & { = m = 400 si ha ovviamente m = +o00, allora preso ¢ > 1 tale che |e, +00[C J si
puo considerare A = B =|e, +o00[. Gli intorni cosi determinati soddisfano la richiesta fatta.

Gli altri possibili casi si possono risolvere facilmente tenendo presenti quelli gia considerati.

Ora applico ad A ed a B rispettivamente per la funzione f e per la funzione g la definizione
di limite, che per ipotesi esiste per entrambe.

In corrispondenza di A € Z(¢) esiste H € Z(x,) tale che Vx € HN X \ {z.} f(z) € A.

Allo stesso modo in corrispondenza di B € Z(m) esiste K € Z(x,) tale che Vo € K N X\
{z.} g(z) € B.

Considerato ora I = H N K si puo dire che Vo € IN X \ {z.} f(x) € Ae g(x) € B, quindi
f(z)g(z) € J, che ¢ la tesi.

Per verificare 3) osservo preliminarmente che ’espressione % non ¢ forma indeterminata,
cioé ¢ una espressione con risultato in R e quindi ¢ una forma determinata, quando intanto &
m # 0 (potendo pero essere m = +oo oppure m = —oo). Inoltre deve anche essere ¢ # 0 ed
infine vuol dire che e ¢ # +o00 ed m # +o0.

Ogni altra possibilita di valori per ¢ e per m ha un risultato.

Per avere la tesi della affermazione 3) e per brevita di esposizione possiamo ricondurci al
caso del prodotto, e quindi possiamo limitarci a provare che, nel caso ovvio che % sia definito
cioe nel caso che sia m # 0, si ha:

. 1 1
lim — = —
=z g(z)  m
(si osservi anche che il caso m # 0 prevede che si possa avere anche m = —oo oppure
m = +00, in tal caso ovviamente si pone % =0).
Come per le altre due proprieta, anche in questo ultimo caso vogliamo verificare che,
assegnato m € R\ {0}, vale la seguente proprieta

1 1
VJEI(E) JAe€Z(m): VYa€ A, a#0 EGJ'

Per avere il risultato distinguiamo due possibilita m = +o00 ed m # +oo.

Nel primo caso poniamo + = 0, considerato quindi J € Z(:) sia e > 0 tale che | —¢,&[C
J € I(%). Se inoltre & m = +oo considero si pud considerare A =]2, +00l; se invece & m = —oo
si puo considerare A =| — oo, —1[.

3
Infine consideriamo ’eventualita che sia m # foo. Dato al solito € > 0 tale che ]# —

e[C J € Z(=-) possiamo fissare o > 0 tale che posto A =|m — o, m + o[ si abbia la tesi.

L
m

g, =+

L
m

Consideriamo intanto o > 0 tale che si abbia anche o < @, I'ulteriore condizione che deve
soddisfare o si puo scrivere nel modo seguente:

lm — al o

1 1
VaeA |~ — | =
a m |a|lm|  laf|m]

pero ¢ anche
iml _ [m|

!a\=!a—m+m\2!m\—ya—my>\m1_7:7,
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Quindi risulta:
1 1 o 20

= —l<

a m aflm| " |m[*

Pertanto le condizioni che determinano ¢, in modo che si abbia la tesi, sono le seguenti:

2
J<@ea<@.<}

Come gia detto in occasione dello studio del limite della funzione costante e della funzione
identica, utilizzando il teorema sulle operazioni si puo studiare il limite delle funzioni razionali.
A tale studio ci arriveremo per gradi.

Esempio 4.2.1 La funzione potenza di esponente n € N:

fR=>R f(r)=2a" VzeR

Risulta:
lim 2" = (z,)" Vz, € R
T—To
lim 2" =+o00
T—+00
ed anche:
lim 2" =400 sen ¢épari mentre lim x" = —00 se n é dispari
T—r—00 T—r—00

La tesi si ottiene tenendo presente la regola del prodotto, e ricordando che (+00)" = +o00
e che (—00)™ = +00 se n ¢ pari, mentre (—oo0)” = —oo se n ¢ dispari. Si osservi inoltre che il
limite della funzione potenza nei punti x, € R € in realta uguale al valore della funzione in tale
punto.

Questa proprieta che consente di valutare il limite per sostituzione ¢ molto importante per
il seguito ed individua una classe molto importante di funzioni, che sono le funzioni continue,

di cui parlelremo successivamente.

Esempio 4.2.2 La funzione polinomio di grado n € N.
Assegnati n+ 1 numert reali ag, ay, as, ..., a, con a, 7 0 si definisce polinomio di grado n la
funzione

f R=R f(z)=apa" +ap12" "+ ... 4+ a2x® + a1x +ay Vo € R.

Si osservi che un polinomio e definito da una combinazione lineare di potenze ad esponente
intero della variabile a partire dall’esponente 0 fino all’esponente n il cui coefficiente a, e
necessariamente diverso da 0, per questo motivo n si chiama il grado del polinomio.

Si osservi ancora che per n = 1 il polinomio definisce una retta del piano cartesiano di
coefficiente angolare a; ed ordinata all’origine ag; se invece € n = 2 il polinomio definisce una
parabola che risulta rivolta verso ’alto, cioe € convessa, se € as > 0; mentre risulta rivolta verso
il basso, cioe e concava, se € as < 0.

Per tale funzione polinomio, ai fini del limite, possiamo dire che:

Ve, e R lim f(x) = f(x,).

T—To
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Se 'ascissa x diverge la situazione si diversifica ed il risultato varia a seconda del caso. In
particolare si pué dire quanto segue.
Se & 2, = +00 allora
lim f(z) =400 seea, >0

T——+00
e
lim f(x)=—o00 seea, <0
T—r+00
Se invece si considera il limite nel punto x, = —oo si pud affermare quanto segue.
Se n é pari e si ha anche a,, > 0 oppure se n é dispari e risulta a, < 0siha: lim f(x) = 4o0.
T—r—00
Invece se n é dispari e si ha anche a,, > 0 oppure se n é pari e risulta a,, < 0 si ha:
lim f(z) = —o0.
T—r—00

Per verificare questi risultati si pué ragoinare nel modo seguente.

Se x, € R si possono applicare la regola dell’addizione e quella della moltiplicazione.

Per quanto riguarda i limiti nei punti 400 ed —oo, allo scopo di evitare eventuali forme
indeterminate del tipo 400 — 0o, assegnato x # 0 il polinomio puo essere scritto nella forma
seguente:

apn-11  ap_o 1 a
e A R

1 ay 1 ap 1
72 n—2 ' o on—1 ' 4 on
an T an T ap T ap T anp T

"+, 12" . Hasr?taixtag = apa™ |1+

Se ora si considera il limite del polinomio per x — +00 0 per x — —o0 i termini in parentesi
del tipo Iik, con k=1,2,....,n — 1,n, per la regola sul rapporto hanno limite 0, quindi il limite
del polinomio coincide con il limite del monomio a,z™ di grado massimo n. Tale limite si ricava
facilmente utilizzando ’esempio precedente il segno di a,, e la regola della moltiplicazione.

A questo punto e possibile dire che il limite del polinomio dipende esclusivamente dal limite
di ™ e dal segno di a,, cioe & come se i monomi di grado minore di n non ci fossero. In formula
questo si dice nella maniera seguente:

lim [an:v" +a, 12" o Fagr? +ar + ao} = lim a,z"
T—~400 T—+00

Esempio 4.2.3 (La funzione razionale.) Si definisce funzione razionale una funzione f che
si esprime come rapporto di due funzioni polinomi. Siano allora P(x) = ap,a™ + a, 12" +
ot apr? + a1+ ag con a, #0 e Q(x) = bpx™ + by 1™ + .+ bex? + by + by con by, # 0
due polinomi di grado rispettivamente uguale ad n ed a m.

La funzione f definita dalla relazione f(x) = ZEB prende il nome di funzione razionale.
L’insieme di definizione ¢ X = {x € R: Q(x) # 0}.

Si osservi che per il teorema fondamentale dell’algebra le soluzioni reali della equazione
Q(x)=0 sono al pit m, tanto quanto ¢ il grado del polinomio; quindi se 7 € Ncon 0 <r <m &
il numero delle soluzioni reali della equazione Q(z) = 0, I'insieme X risulta esattamente unione
di r + 1 intervalli di R. Se risulta » = 0 allora X = R.

Ne consegue allora che I'insieme D(X) dei punti di accumulazione di X coincide con R,
quindi per una funzione razionale ha senso considerare il limite in ogni punto z, € R.

Allora e possibile affermare che:
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1. Vo, € X 3Jlim f(x) = f(x,).

T—To
(400 sesiha n>m esee >0
—o00 se¢ n>m esec =<0

2. 3 lim f(x) =

T—>+00 a N
- osee n=m
. 0 see n<m.

3.3 lim f(r) = +oo se e n > m,n — mpari, cioetn —m = 2k con k € Nesee = >
T—r—00 m
0, oppure n > m,n — mdispari, cioen —m = 2k — lconk € Ne se e < 0.

4. 3 lim f(zr) = —oose & n > m,n — mpari, cioe n —m = 2k conk € Nesee = <
T——00 m

Ooppure n > m,n —m dispari, cioe n —m =2k —1 con k€N esee p= > 0.

Aan

seen=m
b, )

5. 3 lim f(x) =
T——00
0 seen<m.

La dimostrazione di 1 segue dal teorema sulle operazioni, quindi anche le funzioni razionali
hanno la proprieta secondo cui il limite in un punto x, € X e possibile calcolarlo per sostituzione
della generica ascissa x di X con la particolare ascissa x, in cui si vuole valutare il limite.

La verifica delle proprieta 2., 3., 4., e 5. non pud essere fatta utilizzando la regola del
rapporto perché con tale procedura si ottiene la forma indeterminata i#’o

Invece per verificare tali proprieta si possono scrivere il polinomi P(z) e Q(z), per ogni
x # 0, rispettivamente nella maniera seguente:

P(r) = a,a" + Up 12"+ ar® +ayr +ag =

anx”[l—l—az—;l%—kan R R = T xn1+““}

an an "

e

Q(x) = by ™ + A1 2™+ o+ b2 + by + by =

m bm-11 | bm-2 1 by 1 b1 bo 1
meE [ bm bm  x? +o Tt by, ™2 + by, xm—1 + b ™

Per la funzione razionale f assegnata si ha:

P($) a’nnml_'—wl_'— :1:2+ +a +a +a01

flz) = = 2" ba’;l"’: ba’; an “’”nl an T
Q) b 14 2mtl pmes by pl2d il

Quindi il limite di f per = che diverge positivamente o negativamente ¢ determinato dal
an

limite della funzione g(x) = {~2"~™ dal momento che la funzione espressia come frazione, per
la regola del rapporto, ha limite uguale ad 1. La tesi ¢ allora ottenuta.
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Si osservi infine che non ¢ stato considerato il limite della funzione f nei punti z, € R\ X.

In tali punti x,, se ci sono, si ha sicuramente Q(x,) = 0.

In questa ultima eventualitd, cioé se si considera il limite in un punto x, in cui si ha anche

Q(z,) = 0, si possono presentare due possibilita:

P(z,) =0

oppure

P(x,) # 0.

Tali situazioni saranno trattate in due modi nettamente diversi tra loro.
Se risulta P(x,) = 0 il limite si presenta nella forma indeterminata g.
In tal caso vuol dire che sia il polinomio P e sia il polinomio ¢ sono divisibili per il binomio

x — x,. Utilizzando allora, ad esempio, la regola di Ruffini si possono decomporre sia P e sia

Q.

Quindi esistono p < n e ¢ < m tale che si abbia:

Plaz) = (z —x,)" Pi(z) e Qz)=(x— 1) Qu(2)

con

Se risulta p > ¢ si ha:

e quindi si ha:

. o Ple) _
zlir;lo f(ff) = xha%lo Q(x) - xargclo Ql(:p) N T—To Ql(ZL‘O)

Se risulta p = ¢ si ha:

_ Pz) _ h()
T0=36) = &)
e quindi si ha:
P(z) P(z) Pi(z,)

lim f(z)= lim = lim =

T2, T, Q(:C) T—To Ql (l’) Q1<x0) ‘

Se infine risulta p < ¢ si ha:

o= 2@ Py(x)
1) = 06 = G Orw)

e quindi il limite si presenta nella forma:

Pi(z)
0

che é una forma del tipo %. Tale tipo di situazione sara esaminata da un teorema successivo.
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Consideriamo ora alcuni enunciati che esaminano alcune situazioni eccezionali relativamente
alle operazioni di addizione, moltiplicazione e divisione tra funzioni.

Teorema 4.2.2 Siano X CR, X #0, x, € D(X) ed f,g: X — R due funzioni. Supponiamo
che

1. 3 lim f(z) = +o0.

T—To

2. dkeReddl € I(x,): Yre INX\ {z.} g(z) > k.

Tesi: 3 lim (f(x) + g(z)) = +o0.

T—To

Dimostrazione: Sia A € Z(4+00) e sia a € R tale che ]Ja,+00[C A. In corrispondenza
di Ja — k,4+o0l€ Z(4o0), per l'ipotesi 1), IH € Z(z,) tale che: Yo € H N X \ {z,} si ha
f(z) €la — k,+oo], cioe f(x) > a — k.

Se ora considero B = H N I, risulta naturalmente B € Z(x,), ed inoltre Vo € BN X \ {z.}
e f(z)+g(x)>a—k+k=acioe f(x)+ g(x) > a cioe f(x)+ g(x) €la,00[C A. Quindi si ha
la tesi.

Teorema 4.2.3 Siano X CR, X #0, x, € D(X) ed f,g: X — R due funzioni. Supponiamo
che

1. 3 lim f(z) = —o0.

T—To

2. dkeRedd] € Z(x,): Ve e INX\{z.} g(z) <k.

Tesi: 3 lim (f(z) 4+ g(x)) = —oc.

T—To
Dimostrazione: E simile a quella del teorema (4.2.2). <

Teorema 4.2.4 Siano X CR, X #0, z, € D(X) ed f,g: X — R due funzioni. Supponiamo
che

1. 3 lim f(z) = 0.

T—To

2.3k €eR k>0 ed I €Z(x,): VYVeelnX\{z.,}] —k<gx)<k.
Tesi: 3 lim (f(x)g(z)) = 0.

T—>To
Dimostrazione: Sia A € Z(0) e sia ¢ > 0 tale che: | — ¢,¢[C A. In corrispondenza di
H =] — 15, 571€ Z(0), per l'ipotesi 1), 3K € I(xo) : Vo € KN X \{z.} f(2) €] - 55, 575l
cioe |f(x)] < kL—&-l

Considerato poi B = K NI, si ha ovviamente B € Z(x,) ed inoltre Vo € BN X \ {z.}
risulta: |f(z)g(x)] = [f(2)llg(x)] < g7k <&, ciot f(z)g(r) €] —&,e[C A. &

Teorema 4.2.5 Siano X CR, X #0, 2, € D(X) ed f : X — R una funzione. Supponiamo
che

1. 3 lim f(z)=0.

T—To

2. 31 €Z(x,) : Ve e INX \{z.} f(z)>0.
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Tesi: 4 lim —— = +o0.
22 7
Dimostrazione: Sia A € Z(+o00) e sia a > 0 tale che: Ja,+00[C A. Considero allora
H =] -1 e Z(0) e, per I'ipotesi 1), IK € Z(z,) : Vo € KN X \ {zo.} si ha: f(z) €] — 1 1

ciot —2 < f(z) < 1.
Considerato allora B = K NI si ha: Vo € BN X\ {z.} 0< f(z) < I, e quindi ﬁ > a,

cioe ﬁ €la, +o0[C A. &

4.3 Teoremi di esistenza dei limiti

In questo paragrafo considereremo risultati che garantiscono l'esistenza del limite di una
funzione.

Definizione 4.3.1 (punto di accumulazione da sinistra) Siano X C R ed x, € R.

(zo st dice punto di accumulazione da sinistra per X ) <45 (VI € Z(x,) INXN]—00, x,[#
0)

Indicheremo con D~ (X) 'insieme dei punti di accumulazione da sinistra per X.

Definizione 4.3.2 (punto di accumulazione da destra) Siano X C R ed z, € R.

(zo si dice punto di accumulazione da destra per X ) <=4.5 (VI € T(x,) INXN]z,, +00[#
0.)

Indicheremo con Dt (X) l'insieme dei punti di accumulazione da destra per X.

Esempio 4.3.1 1. Se X =Ja,b[, con ajb, allora D~ (X) =]a,b] e DT(X) = [a, b].
2. Se X =N allora D~ (X) = {+o00} e DT(X) = 0.
3. Se X =R, allora D™ (R) = RU {+00} e DT(R) = RU {—o0}.
Teorema 4.3.1 Sia X C R, si ha:
D (X)NDHX)CD(X) e D(X)=D (X)uD"(X).

Dimostrazione: L’inclusione D~ (X) N DT (X) C D(X) & ovvia.

Verifichiamo invece che ¢ D(X) C D~ (X)UDH(X) e che ¢ D™ (X) UDT(X) C D(X).

Per provare la prima inclusione ragioniamo per assurdo e supponiamo che esista 7 € D(X)
tale che 7 ¢ D~(X) ed T ¢ DF(X). Poiche T & D~ (X) esiste H € Z(T) tale che H N XN] —
00, Z[= 0, e poiche T & D*(X) esiste K € Z(7) tale che K N XN|T, +oc[= 0.

E possibile allora considerare I = H N K per il quale si ha T € Z(T) e per esso si ha:
INXN] —o00,Z[=0 ed I N XN|Z, +oo[= 0. Considerando perd I'unione si ha: 1N X N{Z} =
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(INXN]—o00,Z[) U (INXNJT,400[) =0 U = 0. Questo perd implica che T ¢ D(X), mentre
si aveva T € D(X).

Viceversa provo che D~ (X)UD(X) C D(X), e per questo verifico che si ha D~ (X) C D(X)
e DY(X) CD(X).

Per verificare la prima inclusione considero x, € D~ (X) allora VI € Z(x,) &€ INXN]—00, z,[#
(). Poiche pero risulta I N XN] — 00, z,[C I N X \ {x.}, segue che &: TN X \ {z.} # (. Quindi
z, € D(X).

In modo analogo si vede che: D(X) C D(X). ¢

Definizione 4.3.3 (limite da sinistra) Siano X CR, X #0, f: X > R, 2, € D (X) ed
(eR.

< lim f(x) :€> gy (VJEZW) FTe€Z(x,): VrelInNXn—oo,z[ flzx)eld).

T—To

Definizione 4.3.4 (limite da destra) Siano X CR, X # 0, f: X - R, 2z, € DT(X) ed
(eR.

< lim f(z) = €) gy (VI €Z() T €Z(z,): VrelnXnz,, +oo] flz)eld).

Evidentemente tutti i teoremi visti in precedenza: unicita del limite, confronto, permanenza del
segno, sulle operazioni con le relative eccezioni si possono riformulare, con le ovvie modifiche,
sia nel caso che il punto x, sia di accumulazione da sinistra per X e di conseguenza per il limite
da sinistra e sia nel caso che il punto sia di accumulazione z, da destra e quindi per il limite
da destra.

Si puo inoltre formulare il seguente risultato:

Teorema 4.3.2 Siano X CR, X #0, 2, e D" (X)NDT(X) ed f : X = R.

Jlim f(z)=(<= (3 lim f(z)=¢ ed 3 lim f(z)=71).

T—To TTH z—zd

Dimostrazione: Verifico I'implicazione da sinistra a destra. Suppongo per questo che 3 lim f(z) =
T—>To

¢ e provo intanto che 3 lim f(z) = ¢. Applicando la definizione si ceve provare che:
T—To

VJ e Z(0)3Al € I(x,) : Vr € INXN] — 00, zo[f(z) € J.

Dato allora J € Z(¢), per ipotesi esiste I € Z(z,) tale che Vo € INX \ {z,} si ha: f(x) € J.
Poiche pero, per ipotesi, si ha anche I N XN] — 0o, z.[# 0, essendo inoltre I N XN] — 00, z,[C

I'N X\ {z.,} si ha la tesi. In modo analogo si prova che esiste lim flz) =2
T—Tq

Viceversa supponendo che: 3 lim f(x) = ¢ e che 3 lirn+ f(z) = ¢, occorre verificare che

T—To Tr—xg
3 lim f(z) = <.
T—To
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Fissato allora J € Z(¢) per ipotesi 34 € Z(x,) Vo € AN XN| — 00,z.[# 0 ed inoltre
IB € Z(xz,) Vo € BN XNz, +oo[# (. Considerato ora [ = AN B si ha: I NX\{z.} =
(INXN| —o0,z.[) U(INXNJxs,+00]) C (AN XN] —00,z,]) U (BN XN]z,, +00[). Pertanto
Vee INX \{x.}sihax e AN XN] — o0, z,] oppure z € BN XN|x,,+00] e quindi comunque
si ha f(x) € J, che & cio che si vuole provare.

Vale la pena esplicitare, in questo caso, ’eventualita di non esistenza del limite di una
funzione:

Teorema 4.3.3 Siano X CR con X #0 ed z, € D~ (X)NDT(X). Sia f: X — R.
Tesi:

(A lim f(x)) oppure (A hm+ f(z)) oppure

/Hxllrgo f(z) = (3 lim_f(z) = £,3 lim_f(z) =m esihal#m)

T—To T—xg

E possibile enunciare ora il seguente enunciato:

Teorema 4.3.4 (limite sinistro per le funzioni monotone) Siano X C R, X # (), x, €
D (X).

Tesi:

1.3 T €I(x,): f crescente sul N XN] — oo,z = I lim f(z) =sup f(INXN] —

T—Tq
00, o).

2.3 I €Z(x,): [ decrescente sul N XN —o0,x,[ = I lim f(z)=1inf f(INXN]—

T—Tq
00, o).

Dimostrazione: Provo a). Sia ¢ = sup f(XN] — 0o, 2,[). Per le proprieta che caratterizzano
I’estremo superiore si ha:

1) £ > f(x) Vo € XN| — 00, x|,

Q)Vte Rt < (3T € XN| —o0,z,[: t < f(T) < L.

Per avere la tesi occorre verificare che 3 lim f(x) = ¢; per questo sia J € Z(z,) esiste allora
T—To

t € R, t < ¢ tale che (RNJt,¢]) C J di conseguenza, utilizzando la proprieta 2) dell’estremo
superiore prima citata, si puo considerare T € X N [—o0, x,[ tale che t < f(z) < /.

A questo punto posso considerare I =|T,4o00], per il quale ovviamente si ha I € Z(z,)
perche risulta T < x,. Inoltre Vo € I N XN| — oo,z si ha: x €T, +00o[NXN] — oo, 2| cioe:
z €|T,x,]NX e allora &: f(T) < f(x) perche f ¢ crescente su XN] — 00, x,[. Inoltre ¢ anche
f(x) </ per la 1) prima detta.

Pertanto Vo € INXN]—o0,z,[si ha: t < f(T) < f(x) <l equindi f(z) € RNt £] C J cioe
f(z) € J. La dimostarzione di b) e simile alla a), occorre naturalmente considerare in questo
caso le proprieta caratteristiche dell’estremo inferiore. <>

Teorema 4.3.5 (limite destro per le funzioni monotone) Siano X C R, X # 0, z, €
DT (X).

Tesi:

1. 3 T €Z(w): [ crescente sulNXN|xo, +ool = 3 lim f(z) = inf f(INXN]x,, +00]).

=g
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2.3 I € I(x,) : [ decrescente su I N XN]zo, +oo] = 3 lim, f(z) = sup f(I N

=TS

XN]xo, +00]).

Esempio 4.3.2 (successione di Nepero (o di Eulero)) Considero la funzione f : N — R
definita dalla relazione: f(n) = (1+ )" ¥n € N. Provo che:

1. fn)e@Q V neN;
2.2< f(n)<3 V neN.

3. fn) < fln+1) V neN;

Prima di provare queste tre proprieta della successione di Nepero possiamo affermare, utiliz-
zando il precedente teorema sul limite delle funzioni monotone, che

1 1
d lim (1+—)" =sup{(1+—)":n € N}.
i (142" = sup{(1+ ) }

Tale limite viene indicato di solito con e (iniziale di Eulero), inoltre per il teorema del
confronto (o anche per le proprieta dell’estremo superiore) si puo dire che ¢ 2 < e < 3; in realta
si prova che ¢ 2 < e < 3 e che e ¢ Q, cioe il numero di Nepero e & un numero irrazionale
compreso tra 2 e 3.

La 1) ¢ ovvia dal momento che f(n) ¢ potenza con esponente n di un numero razionale.

Per provare poi le proprieta 2) e 3) possiamo utilizzare lo sviluppo di Newton della potenza
" !

intera di un binomio: (a + b)" = E ﬁa"kbk essendo a,b € R, n € N, nl = n(n —
l(n — k)!
k=0

1)(n—2)...-3-2-1seen>1. Come di consueto si pone anche 0! = 1.
Ponendo poia=1e b= % si ha:

1 - nl 1
4= " -
( +n) kz;k!(n—k)!nk

Osserviamo intanto che ¢ f(1) = 2, inoltre per n > 2 si ha:

k! nk’

<1+%)n:2+ik!(nnik>!%:2+in(n—1)(n—2)...(n—k+1) 1

Per avere la proprieta 2) noto che ¢ f(n) > 2, per provare poi che ¢ anche f(n) < 3 osservo
che, per k € N con k > 2, si ha: k! > 287! ¢ quindi ; < 5 mentre &

nn—1)(n—-2)....n—k+1) _ (l—l)(l—g)...(l— kE—1

nk n n n

Pertanto risulta:

3
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2 L L _, 11_2%‘—3 LI
+Zﬁ< D= N T
k=2 k=2

Per provare la proprieta 3), cioe che f(n) < f(n+ 1) Vn € N, osservo intanto che risulta:

n+1

fn+1) =2+ (1-

k=2

1 2 E—1_1
1-— (1= —
n+1)( n+1) ( n+1)k!’

quindi per dimostrare la disuguaglianza richiesta notiamo che intanto f(n+1) ha un addendo
in pit di f(n) inoltre ovviamente risulta 1 — % <1- ni—&-l per ogni k=2.3,....,n. {

Teorema 4.3.6 Siano X CR, X #0, ed f : X — R monotona su X.
Tesu:

1. f crescente su X = Vr, € D (X)NDH(X) lim f(x) < lim f(z).

T—To T—T,

2. f decrescente su X =V, € D7(X)NDH(X) lim f(x)> lim, f(z).

T—To T—x,

Dimostrazione: a) Sia x, € D~ (X) N DT(X) e sia f crescente su X, quindi si ha f(z) <
fly) Vo € XN] — 00, x| e Vy € XN|xo, +00].
Per la proprieta a) dei teoremi (4.3.6) e (4.3.8), si ha allora

lim f(z) =sup f(XN] — o0, x,[) <inf f(XN]xo, +00[) = lim f(z).

T—T0~ T—aTd

La proprieta b) si prova in modo simile. <

Sara il caso di osservare che per una funzione f monotona sono garantiti i limiti da sinistra
e da destra in un punto che sia di accumulazione rispettivamente da sinistra e da destra per
I'insieme di definizione X di f.

Inoltre in base al teorema precedente e anche stabilito un ordine tra i limiti sinistro e destro.

Non sempre pero e garantita ’esistenza del limite di una funzione monotona in un punto di
accumulazione a sinistra ed a destra.

Si consideri per questo la funzione parte intera: f : R — R definita dalla relazione f(x) =
[x] Va € R, essendo la parte intera [z] di = definita dalla relazione: [x] = max{n € Z : n < z},
cioe [z] & il massimo tra i numeri interi che sono minori o uguali ad x.

Per la funzione parte intera sono vere le seguenti proprieta:

Lz—1<[z]<z<[z]+1VxeR.
2. f ¢ monotona crescente su R cioe: V1,29 € Ry < 29 = f(21) = [21] < [22] = f(22).

3.3 lim [z] =—oc0ed 3 lim [z] =400

T—r—00 r—r-+00
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[z.] Vo € R\ Z
4. 3 lim [z] =
S [zo] — 1 V2, € Z
5. 3 lim [z] = [x.] Vo € N.

z—zd

Si puo osservare intanto che la funzione parte intera ha limite in x, se e solo se z, non ¢ un
numero intero.

Per verificare la 1. basta osservare che, assegnato z € R, esso ¢ maggiorante per l'insieme
degli interi che sono minori o uguali ad x, inoltre ¢ ovvio che risulta z < [z] + 1.

Per verificare la 2. siano assegnati z1,29 € R con x; < zysiha{n € Z:n <z} C{n ¢
Z :n <z}, quindi e [z1] < [z9].

La 3. si prova tenendo presente il teorema del confronto, la 1. e la proprieta di divergenza a
—o0 ed a 400 della funzione identica. La verifica di 4. e di 5. si fa tenendo presente i teoremi
sulle funzioni monotone.

E possibile definire anche la funzione parte frazionaria o mantissa di un numero ponendo:
(():R=R VzR (2) =4z — [z].

Le principali proprieta rispetto alla operazione di limite sono le seguenti:

1. 0< () <1VxeR.

2. () = (z+1) Vz € R (cioe la funzione parte frazionaria ¢ periodica di periodo 1).

3. A lim (z) ed inoltre A lim (x)

T——00 r—r—+00

{ (x5) se x, & Z;
4. lim (z) = :

T To 1 se x,€Z

5. lim (z) = (z,). Vx € R.

T—ad

La verifica ¢ lasciata al lettore.

Il seguente teorema, di cui viene omessa la dimostrazione, esprime come sia fatto 'insieme
dei punti in cui una funzione monotona non ammette limite.

Teorema 4.3.7 Siano X CR, X #0, ed f : X — R monotona. Pongo E = {z, € D~(X)N
DH(X): lim f(z) # lim_ f(z)}.

T—x, T—x,
Tesi: E ¢ vuoto oppure finito o al pitd numerabile.

Omettiamo la dimostrazione.

Teorema 4.3.8 (delle tre funzioni) Siano X CR con X #0, v, € D(X) ed f,9,h : X —
R. Supponiamo che:

1. 3 lim g(x) = ¢, 3 lim h(x) = ¢;

T—To T—To
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2.3l €Z(z,) : Ve e INX \{z.} g(x) < f(z) < h(z).
Tesi: 3 lim f(x) = ¢.

T—>To

Dimostrazione: Occorre provare che VA € Z(¢) 3B € Z(x,) : Ve € BN X \ {z,)} f(x) € A.

Assegnato allora A € Z(¢) esiste J € Z(x,) con J intervallo e con J C A, ora in corrispon-
denza di J per l'ipotesi 1) esiste H € Z(z,) : Vo € HN X \ {z.} g(x) € J ed inoltre esiste
KeZI(zx,): Yee KNX\{z.} h(z) € J.

Considerato ora B = INHNK, siha B € Z(z,) ed inoltre Vo € B siha g(z) < f(z) < h(z).

Poiche J ¢ intervallo e poiche si ha g(z) € J ed h(z) € J, risulta anche f(x) € J. Quindi
Vee BNX\{0} f(x)e A &

Il teorema appena considerato, come tutti i teoremi sui limiti finora enunciati, si puo
riformulare in termini di limite sinistro o di limite destro con le ovvie modifiche.

Mediante il teorema delle tre funzioni ¢ possibile provare i seguenti due risultati:

1\° i
lim (1+—) =c e limsmle.

z—400 T =0 T

Per provare il primo limite considero = > 1 e allora, se [z] & la parte intera di z, si ha:
[x] <z < [zx]+1, pertanto si ha anche 1+ [w}ﬁ < 1—1—% <1+ ﬁ, considerando poi per ciascuno

di questi termini la potenza di esponente x le disuguaglianze si conservano:

(” ml+1)m < (” [x]il)xg <H%>$ = (”ﬁ)x = (”ﬁ)w

[z] [z]+1
Posto allora g(z) = (1 + ﬁ) e h(z) = (1 + %) ¢ possibile affermare che per

entrambe le funzioni si ha lim g(x) = lim h(x) =e.
T—>+00 T—r+00

Infatti risulta:

ed
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Quindi la funzione g & espressa come potenza di potenza, cioe g(z) = (a(x))*® con a(z) =

(14 o) e b(a) = iy
Allora lirf a(x) = e perche a(x) & del tipo della successione di Nepero, ed inoltre si ha
T—r+00

lir+n b(x) = 1 perche b(x) & rapporto di espressioni polinomiali entrambe digrado 1 nella
T—>r+00

variabile [z].

Infine la funzione h, ha limite ancora il numero e, quando x — 400, perch ¢ & espressa
come prodotto di una funzione che ha lo stesso comportamento di una successione di Nepero e
di una funzione il cui limite per x — 400 € uguale ad 1.

sin x

Per provare che lim = 1 si puo tenere presente la definizione della funzione sin x.

x—0
Dalla sua definizione mediante la circonferenza goniometrica si deduce che:

Va E]O,g[ 0 <sinz <z <tanz
quindi si ha:

sinx T 1 sin x

0<sinzr <z < 1< —< = cosx < — < L.

cos T sinz  cosw x

In realta poi si vede che
sin T T
cosr < — < 1Vrel——= =[\{0
. J =55 [\0}

perche le funzioni cos z e S22 sono pari.

xT

Pertanto poiche liII(l) cosx = lir% 1 =1 si ha la tesi per il teorema delle tre funzioni.
T— T—

Teorema 4.3.9 (sul limite delle funzioni composte) Siano X C R, X # ), z, € D(X)
ed f: X — R. Suppongo che:

1. 3 lim f(z)=1¢,

T—To

2.l € Z(z,) : Ve e INX \ {zo} f(x)#L.

Inoltre siano assegnatt Y CR e g:Y — R tali che:
3. f(X)CY ed e DY),
4. 3lim g(y) = m.
y—L

Tesi: 3 lim g(f(x)) = m.
T—To

Dimostrazione: Sia A € Z(m), per U'ipotesi 4), AB € Z(¢) : Yy € BNY \ {{} g(y) € A.

Ora per I'ipotesi 1), in corrispondenza di B € Z(¢) 3H € I(x,) : Vo € HNX\{z.} f(x) €
B.

Se adesso considero K = I N H si ha intanto K € Z(x,); inoltre Vo € K N X \ {x.} si ha
f(z) # led f(x) € B, cioe Ve € KN X\ {z.} f(x) € BNY \ {¢} da cui segue allora che
Vee KNX\{z} g(f(z)) e A &
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Teorema 4.3.10 (caratterizzazione della esistenza del limite mediante successioni)
Siano X CR, z, € D(X) ed f: X — R.

(Vs:N— X\ {z,} tale che

3 lim f(z) =( <=
T 3 lim s(n) =z, st ha: 3 lim f(s(n)) =4).
n—+o00 n—+00
Dimostrazione: L’implicazione da sinistra a destra ¢ conseguenza del teorema di esistenza del
limite sulle funzioni composte.

Viceversa per assurdo supponiamo che sia falso che 3 lim f(x) = ¢; quindi, negando la
T—>To

definizione di limite,

3J: VIE€Z(x,) IrcInX\{z.}: flx) g J.

Se ora ¢ x, € R considero I,, = (2o, £) =]ae — 1,20 + £[, trovo x,, € [, N X \ {z.} tale che

In questo modo resta individuata una successione s : R — X per la quale risulta s(n) = z,, #

zo VYn € N, 3 liril s(n) = x, ma f(s(n)) ¢ J che vuol dire che non & vero che 3 lirf f(s(n)) =
n—-+00 n—-—+0oo

L.

Quindi non e vera l'ipotesi.

In modo analogo si ragiona nel caso in cui z, € R.

Pid in particolare se & x, = 400 si pud considerare I,, = I(+00,n) =|n,+oo[ mentre se
¢ T, = —0oo si puo prendere [, = I(—o00,n) =] — 00, —n| per ottenere sempre, come nel caso
precedente in cui z, € R, una successione s : N — X per la quale risulta s(n) # +o0o (s(n) #
—o0) ¥n € N ed inoltre Hngrgoos(n) = 400(—00) e pero non e vero che Elnl_igloof(s(n)) =/,

evidentemente contro l'ipotesi. {

4.4 Massimo limite e minimo limite di una funzione
Definizione 4.4.1 Siano X CR, X # 0, 2z, € D(X) ed f : X — R.

Si definisce minimo limite o limite inferiore di f in x,, e si indica con liminf f(x), il valore

T—To
di R definito dalla relazione:

liminf f(z) = sup [ inf f(x)].

T—=To IeZ(zo) [FEINX\{wo}

Si definisce massimo limite o limite superiore di f in x,, e si indica con limsup f(z), il
T—To

valore di R definito dalla relazione:

T—To I€L(zo) | zeInX\{zo}

limsup f(z) = inf [ sup f(a:)]

Come si puo constatare facilmente dalla definizione, le due operazioni appena descritte

liminf f(z) e limsup f(z) in un punto di accumulazione per X sono sempre definite, a differenza
T—To T—To
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della operazione di limite che a volte puo non avere risultato. Anzi a questo proposito si ha il
seguente risultato.

Teorema 4.4.1 Dati X CR, X 40, 2, € D(X) ed f: X — R si ha:

1. liminf f(x) < limsup f(x)

T—To T—To

2. Vs :N = X\ {z.} tale che liril s(n) = x, si ha:
n—-+0oo

liminf f(z) < liminf f(s(n)) < limsup f(s(n)) < limsup f(z).

T %o n—+00 n—-+oo T—To

liminf f(z) = limsup f(z) :4 = [3 lim f(z) :4

T—To T—To T—ZTo
Dimostrazione: 1) Per avere la tesi ¢ sufficiente osservare che si ha:

VI, J € I(x,) inf f(x) <  sup  f(x).

z€INX\{zo} zeJNX\{zo}
Infatti assegnati I, J € Z(x,) si ha ancora: I NJ € Z(z,). Allora risulta:

inf x) < inf z) < su ) < su ).
wEmX\{wo}f( )< wEmJﬂX\{wo}f( )< wEIﬂJﬂ)I?\{xo}f( )< xEJﬁXI\){xo}f( )

Pertanto, per definizione di estremo inferiore, si ha:

VI € T(z, inf < inf
E (ZB ) Z‘Glml)r(lv\{ﬂ3o} f(x) o Jelg('ro)xe‘]liilz\){l'o}f(x)

e infine per lo stesso motivo risulta

sup inf  f(x) < inf sup  f(x
Ie€T (o) TEINX\{zo} () JEL(o) peInX\{zo} (@)

cioe la tesi.

2) Sia s : N — X \ {z,} una successione tale che lir+n s(n) = {z.}, allora: VI € Z(x,) si
n—-+0oo
ha: s(N)N I\ {z.} e quindi &

VI € I(xy inf < inf
€ I(x,) xeﬁi}\{xo}f(x —xemi&mxo}f@)

da cui segue ovviamente:

sup inf r) < sup inf x).
IeI(xo)meX\{wo}f( ) T€T(zo) TEINs(N)\{zo} /(@)

Inoltre dato che la successione s ha per ipotesi come limite il punto z,, considerato I € Z(z,)
esiste J € Z(4o00) tale che Vn € JNN s(n) € I e quindi

inf f(x) < inf  f(s(n))

zeINs(N)\{zo}  neJns(N)
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e allora risulta:

sup inf x) < sup inf s(n)) = liminf f(s(n)).
S @S s fsn) = Hminf f(s(n)

Quindi e
liminf f(z) < liminf f(s(n)).

T—To n——+00

In modo analogo si verifica che e

limsup f(s(n)) < limsup f(z).

n—-+o0o T—To

3) Verifico I'implicazione da sinistra a destra =).
Suppongo allora che liminf f(z) = limsup f(z) = ¢ e verifico che 3 lim f(x) = ¢.

T—To T T—To
Sia quindi H € Z({) e sia € > 0 tale che I({,¢) C H.
(Si tenga conto che I(¢,€) cambia a seconda che ¢ sia un numero reale o no. In particolare

si ha I(l,e) =]¢ — e, 0 + ¢] se risulta £ € R, I({,e) =] — 0o, —¢[ se ¢ £ = —o0 ed infine &
I(¢,e) =]e, +00[ nel caso { = 400).
Sia ora ¢ € R.

Allora, per ipotesi, essendo liminf f(x) = ¢, per le proprieta dell’estremo superiore esiste

T—To
A € I(x,) tale che
inf  f(x)el(l,e) =l —e,l+¢]

z€ANX\{zo}

ed inoltre essendo limsup f(z) = ¢, esiste B € Z(x,) tale che

T—To

sup  f(z)el(lye) =l —e,l+¢€].

z€BNX\{zo}

Se ora si considera K = AN B si puo affermare che, essendo

inf z) < inf z) < su z) < su T
z€ANX\{zo} f( ) -~ zeKNnX\{zo} f( ) - xEKﬂXR{xo}f( ) N xEBﬂXIi{zo}f( )

ed essendo I(4,¢) un intervallo, risulta:
flx) e l(l,e) Vee KNX\ {z.}

e quindi
flx)e H Vee KNX\ {z.}.



CAPITOLO 5

LA CONTINUITA

5.1 Funzioni continue

Definizione 5.1.1 Siano X CR, X #0, 2, € X ed f : X — R.
zo € X\ D(X) (cioe z, é isolato)

(f € continua in x,) =gy { OPPUTE

o € XND(X) ed I lim f(x) = f(z,).

T—To

(f € continua su X) <=4y ( Voo € X f € continua in ..

La nozione di continuita su un insieme X porta a dire che la definizione di funzione continua
e di tipo puntuale.

E di facile verifica la seguente caratterizzazione di funzione continua, che e del tipo del
limite.

Teorema 5.1.1 Siano X CR, X #0, xo € X ed f : X - R

(f € continua in x,) <= (V Je€Z(f(x,)) I €L(x,): YVxeINX = f(x) € J).

Dim.

Sia f continua. Se z, € isolato sia I, un intorno di x, tale che I, N X = {z,}. In tal caso,
fissato un qualunque intorno J € Z(f(z,)) si pud considerare I'intorno I, che garantisce la tesi.
Se invece z, e di accumulazione l'ipotesi di esistenza del limite fornisce la tesi.

I1 viceversa ¢ altrettanto semplice.

Citiamo di seguito alcuni esempi di funzioni continue sul loro insieme di definizione.

1. Una qualunque successione di numeri reali, cioe una qualunque funzione f : N — R,
perche, come gia osservato a proposito della definizione di punto di accumulazione, i
punti di N sono tutti isolati.

2. La funzione costante f(z) = ¢, con ¢ € R assegnato.

65
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3. La funzione f(x) = x identita di R.
4. La funzione esponenziale f(z) = a®, con a €]0, 1{U]1, +00[ assegnato.
5. Le funzioni trigonometriche f(x) =sinz ed f(x) = cosz.

La verifica della continuita degli esempi 2), 3), 4) e 5) ¢ facile conseguenza della definizione di
limite, gia a suo tempo considerata.

E utile considerare anche un esempio di funzione non continua. La funzione parte intera e
una di queste. Essa ¢ definita in R ed ha valori in R, f : R — R, dalla relazione

VeeR f(x)=max{neZ:n<z}.

Indicheremo con f(x) = [z]. Una proprieta fondamentale della funzione data si puo esporre
come segue:

VneZ siha: f(x)=n Vzenn+l]

quindi f & costante su ogni intervallo del tipo [n,n + 1][.

Ne segue che: f non ¢ iniettiva, quindi non e invertibile; essendo poi anche f(R) = Z essa
non ¢ nemmeno suriettiva. Inoltre f & continua su ogni intervallo aperto del tipo |n,n + 1]
essendo ivi costante, infine f non e continua in ogni punto di ascissa intera n € Z infatti fissato
n € Z si ha:

lim[z)]=n—-1 e lim [z] =n.
T—=n~ z—nT

E opportuno ora considerare alcuni risultati che forniscono anche informazioni sulla strut-

tura dell’insieme delle funzioni reali e continue su un sottoinsieme X di R.

Teorema 5.1.2 Siano X CR, X #0, x, € X ed f,g: X — R continue in x,. Allora:
1. assegnati a,, B € R anche af + Bg € continua in x,;
2. fg e conlinua in x,;
3. se g(x,) # 0, % ¢ continua in T,.

Dim.:
La verifica della tesi delle proprieta 1), 2) e 3) € inutile nel caso in cui il punto z, & isolato.
Nel caso invece in cui z, € di accumulazione per X, per ipotesi si ha

3 lim f(x) = f(zo) e 3 lim g(x) = g(z,).

T—To T—To

Per il teorema sulle operazioni si ha anche:
per ’addizione:

3 lim (f(x) + 9(2)) = fla.) + g(x2)

T—To

per la moltiplicazione:

3 lim (f(x)g(x)) = f(xs)g(xo)

T—To

per la divisione:
@) fe)
v=eo g(z)  g(as)
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Le tre affermazioni appena considerate forniscono la tesi.

Indicato con C'(X) l'insieme delle funzioni reali e continue definite sull’insieme X, la pro-
prieta 1) dice che esso € uno spazio lineare (o vettoriale) reale; inoltre le proprieta 1) e 2)
consentono di dire che C'(X) ¢ un’algebra.

E anche possibile, utilizzando la funzione identita la funzione costante e le proprieta 1) e 2)
del risultato precedente, affermare che i polinomi sono funzioni continue su R. Utilizzando poi
anche la proprieta 3) si deduce che sono continue, dove sono definite, anche le funzioni razionali
(cioe le funzioni rapporto di polinomi).

Teorema 5.1.3 (sulla continuita delle funzioni composte) Siano X C R, X # ), x, €
Xedf: X —R. Siaf continua in x,
Inoltre siano assegnati Y C R e g : Y — R tali che si abbia f(X) CY e g continua in

f (o)

Tesi: go f e continua in x,.

Dim.
La tesi e vera se il punto z, € isolato.
Sia z, di accumulazione per X, in tal caso occorre dimostrare che

3 lim g(f(2)) = g(f(z0))-

Sia allora W € Z(g(f(x,))) un intorno. Se f(x,) ¢ isolato per Y sia J, € Z(f(x,)) tale che
JoNY = {f(z.)}. Applicando ora la definizione di limite ad f in corrispondenza dell’intorno
Jo si ha la tesi.

Se invece f(x,) e di accumulazione per Y la definizione di limite applicata prima alla funzione
g e poi alla funzione f fornisce la tesi.

Daremo di seguito alcune proprieta delle funzioni continue.
Definizione 5.1.2 (insieme limitato) Siano X C R, X # (),

(X st dice limitato) <= gef (Ja > 0 tale che X C [—a,al).
Di facile verifica e il seguente risultato:

Teorema 5.1.4 Sia X CR, X # ().

(X e limitato) <= (inf X € R e supX € R).

Definizione 5.1.3 (punto interno ad un insieme) Siano A CR, A # (), e sia x, € A.

(o st dice interno ad A) <=4 (Ja > 0 tale che |z, —a,z,+ a[C A.)

Indicheremo con A° l’insieme dei punti interni dell’insieme A

Definizione 5.1.4 (insieme aperto) Siano A CR, A # (),

(A si dice aperto) <= 4e5 (A = A°).
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Un esempio di insieme aperto & un qualunque intervallo aperto ]a, b[, con a,b € R ed a < b.

Definizione 5.1.5 (insieme chiuso) Siano X C R, X # (),

(X st dice chiuso) <=4 (R\ X ¢ aperto.)
Un esempio di insieme chiuso ¢ un qualunque intervallo del tipo [a,b] con a,b € R ed a < b.
Teorema 5.1.5 (di WEIERSTRASS) Siano X CR, X 40, ed f : X — R. Sia:
1. X chiuso e limitato,

2. f continua su X,

Tesi: 3 w1, € X tale che f(x1) < f(x) < f(zy) Vae X.

1l punto x1 si dice punto di minimo assoluto, mentre il punto x5 si dice di massimo assoluto
per f.

Per dimostrare il teorema di Weierstrass ¢ opportuno considerare la nozione di sottosuccessione
o successione estratta di una successione data ed un teorema che e attribuito alla coppia di
matematici BOLZANO-WEIERSTRASS. Cominciamo dalla nozione di sottosuccessione.

Definizione 5.1.6 (di sottosuccessione) Sia s : N — R una successione assegnata. Si
chiama sottosuccessione, o successione estratta, della successione s la successione composta
soo : N — R, ottenuta componendo s con o, dove o : N — N ¢é una successione strettamente
crescente.

Esempi di sottosuccessioni sono ottenuti componendo una successione assegnata s : N — R ad
esempio con la successione o(k) = k. In tal caso si ottiene la relazione so o = s.

Considerando invece o(k) = 2k si ottiene la sottosuccessione degli elementi di s di indice
pari.

Considerando poi o(k) = 2k — 1 si ottiene la sottosuccessione degli elementi di s di posto
dispari.

Utilizzeremo il seguente teorema che e il teorema del limite per le funzioni composte riscritto
per le successioni.

Teorema 5.1.6 Sia s : N = R una successione assegnata tale che 3 liril s(n) = {.
n—-+0oo

Sia o : N — N una successione strettamente crescente

Tesi: 3 lim s(o(k)) = L.

k—+o00

Dim. Vedi la dimostrazione del limite per le funzioni composte. <

Teorema 5.1.7 (di BOLZANO-WEIERSTRASS) Sia X CR, X # ) e chiuso e limitato.
Sia anche s : N — R una successione tale s(N) C X.
Tesi: 3 o : N — N successione strettamente crescente ed x, € X tale che:

3 lim s(o(k)) = zo.

k—4o00
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Dimostrazione del teorema di WEIERSTRASS.

Dimostriamo l'esistenza del punto di minimo. Proviamo cioe che
3 x; € X taleche f(x;) < f(z) VrelX.

Dividiamo la dimostrazione in due parti: nella prima parte verifichiamo che f ¢ limitata
inferiormente, nella seconda parte proveremo 1’esistenza del punto di minimo.
I) Verifichiamo che f ¢ limitata inferiormente, cioe che

3 meR tale che m < f(z) VzeX.
Per assurdo f sia illimitata inferiormente, cioe supponiamo valida la seguente proprieta:
V. meR Jx, € X taleche m > f(z,,).
Prendendo m tale che —m =n € N si ha:
V neN Jz, e X taleche —n> f(z,).

Utilizzando, ed esempio I'assioma della scelta i Zermelo, possiamo supporre che sia unico il
punto x,. E possibile allora considerare una successione s : N — R con s(N) C X tale che si

abbia:

VneN —n> f(s(n).

Utilizzando ora il teorema di Bolzano-Weierstrass, si puo affermare che: 4 ¢ : N — N
successione strettamente crescente ed dx, € X tale che:

3 lim s(o(k)) = zo.

k—4o00

Ne consegue che:

VkeN  —a(k)> f(s(olk))).

Passando al limite per k£ — 400 si ottiene:

lim (—o(k)) > lim f(s(a(k))).

k—+o0 T k—+oo
Cioe:
lim f(s(o(k))) = —o0.

k——+o00

Inoltre poiche f & continua in z, si ha:

lim f(s(a(k))) = f(z,).

k—+o00

Il teorema dell’unicita del limite dice che deve essere
f(xo) = —o0.
Essendo poi f(x,) € R si ha anche

f(zo) > —o0.
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Pertanto dall’assurdo segue che f & limitata inferiormente.

Verifichiamo che esiste il punto di minimo.

Sia ¢ =inf {f(x) : x € X}. Per le proprieta dell’estremo inferiore si puo dire che valgono le
seguenti relazioni:

)< f(zr) VeeX

ii)VneN 3 z,€X taleche f(z,)<(l+2

Come nel caso della prima parte della dimostrazione utilizzando ’assioma di Zermelo, si
puo supporre che per ogni n sia unico il punto x,, tale che si abbia f(z,) < ¢+ %
Resta in tal caso definita una successione s : N — R con s(N) C X e tale che si abbia

WneN f(s(n) < ¢+ %

Utilizzando ora il teorema di Bolzano-Weierstrass, si puo affermare che: 4 o : N - N
successione strettamente crescente ed dz, € X tale che:

3 lim s(o(k)) = xo.

k—+4o0

Ne consegue che:

VEEN  f(s(o(k)) < {4+ ——.

o (k)
Passando al limite per k£ — 400 si ottiene:
. < 71 Ly
Jm fls(ok)) = fim (04 7o) = ¢

Essendo anche ¢ < f(s(o(k))) si ha:

lim f(s(o(k))) ="¢.

k——+o0

Inoltre poiche f ¢ continua in z, si ha:

lim f(s(o(k))) = f(o).

k—+o00
Ne segue allora che f(x,) = ¢, cioe, per la proprieta i), risulta
flzo) < f(x) Vze X.
Quindi x, € un punto di minimo per f su X:

La dimostrazione dell’esistenza del punto di massimo e simile a quella considerata per il
punto di minimo.

Il teorema che segue fornisce una risposta al problema della risolubilita di una equazione
attraverso una condizione sufficiente.

Teorema 5.1.8 (degli zeri) Siano X CR, X #0, ed f: X — R. Sia:

1. X intervallo,
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2. f continua su X,
3.3 x,m9€ X con 1z <mg tale che f(x1)f(x2) <O
Tesi: 3 T €|xy, x| tale che f(T)=0.

Dim.
Supponiamo che sia f(x;) > 0, di conseguenza risulta f(x2) < 0. Per verificare la tesi
consideriamo il seguente insieme di ascisse:

E={zxeX:f(t)>0 Vtez,z[}.

Si noti che x; € F; inoltre I'insieme E verifica le seguenti proprieta:

1) E#£0

2)Vex e £ siha: x <y

Per verificare la prima proprieta basta applicare il teorema della permanenza del segno alla
disuguaglianza f(z;) > 0. Esiste allora §, > 0 tale che

Vo € (Jry — do, 21 + 06[NX) siha:  f(z)>0.

Ovviamente si ha anche 1 + 6, < 5.

Per provare questo si osservi intanto che risulta x1 + 0, < xo; se infatti fosse 1 + d, > x5 si
potrebbe dire che e anche f(xq) > 0.

Inoltre, sempre per il teorema della permanenza del segno, si ha anche f(z; + d,) > 0.
Essendo anche f(x9) < 0, risulta 1 + 0, # 2. Quindi & provato che risulta 27 + J, < .

Da quanto appena detto segue che 1 + d, < 25 € E, cio¢ risulta: E # 0.

Per verificare la proprieta 2) si puo ragionare per assurdo, e si puo supporre che 3z, €
E  tale che si abbia: x, > x5. In tal caso si ha subito una contraddizione perche risulta
anche, per definizione di E, f(z3) > 0. Pertanto la 2) ¢ vera.

Essendo allora E non vuoto e limitato superiormente, posto ¥ = sup £, si ha evidentemente
r1 < 1+ 0o < T < x9. Inoltre per le prprieta dell’estremo superiore si ha anche f(Z) > 0,
quindi e anche T < .

Resta da provare che si ha f(Z) = 0. Se fosse f(Z) > 0, sempre per il teorema della
permanenza del segno esisterebbe 7, > 0 tale che

Ve e (JT — 1o, T+ n]NX) siha: f(z)>0.

Questo ¢ in contrasto con il fatto che T = sup E.

Va osservato che esistono altri modi per dimostrare il teorema degli zeri. Nel modo con cui
e stato qui dimostrato il punto T ¢ tale che si abbia anche f(t) >0 Vt € [z, 7Z][.

Ovviamente il punto ¥ in cui f si annulla ¢ unico su X se la stessa f, oltre a verificare le
ipotesi del teorema degli zeri, risulta anche strettamente monotona su X.

Teorema 5.1.9 (dei valori intermedi di BOLZANO) Siano X CR, X #£0, ed f : X —
R. Sia:

1. X intervallo,

2. f continua su X,
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Tesi: Limmagine f(X) di f € un intervallo.

Dim. Per dimostrare il teorema faremo uso del teorema degli zeri. Per verificare che I'immagine
f(X) & un intervallo & sufficiente dimostrare che, considerati y;,y2 € f(X) con y; < yo allora
si ha anche [y1, 9] C f(X).

Per verificare I'inclusione si consideri y, € [y, ys] occorre verificare che y, inf(X).

Se si ha y, = y; oppure y, = y» la tesi e vera. Sia allora y, €]y;, y2[; in tal caso considero
intanto z; € X ed xo € X tale che si abbia y; = f(z1) ed y2 = f(z2).

A questo punto applico il teorema degli zeri alla funzione

g: X — R definita dalla relazione ¢(z) = f(z) —yo Vz e X.

La funzione ¢ verifica le ipotesi del torema degli zeri, infatti X ¢ intervallo e g € continua
su X e si ha anche g(z1)g(x2) < 0. Quinfi esiste x, € [z, 22, se risulta x; < x5, oppure esiste
To € (T2, 1], se risulta zy < 1, tale che g(x,) = 0.

Cioe f(xs) = yo, da cui si deduce che y, inf(X). &

Il teorema di Bolzano puo essere utilizzato in molti modi. Un modo che sicuramente risulta
molto utile & quello di poter dire in alcuni casi quando, assegnata una funzione reale definita
continua su un intervallo X ed assegnato y € R, I'equazione f(x) = y ha almeno una soluzione
T, € X.

Una risposta che si puo dare consiste nel dire che considerati a = inf f(X) e § = sup f(X),
se y €]a, ] 'equazione ha almeno una soluzione, se invece y ¢ [, ] allora I'equazione non ha
soluzione. Nulla si puo dire, in generale, se si ha y = « oppure y = (.

Il ragionamento fatto non ha sicuramente problemi se si ha —oco < a e 8 < +00. Se ad es-
empio fosse —oo = « oppure [ = +o0o il ragionamento fatto prima deve essere opportunamente
modificato. Lascio al lettore queste modifiche.

Teorema 5.1.10 (inverso di BOLZANO) Siano X CR, X #0, ed f: X — R. Sia:
1. X intervallo,
2. f(X) intervallo
3. f strettamente monotona su X

Tesi: f e continua su X.

Dim. Sia f strettamente crescente. Per avere la tesi faremo un ragionamento per assurdo.
Supponiamo che f non sia continua su X, quindi esiste x, € X in cui f non & continua.
Siccome poi f e strettamente crescente si ha

3 lim f(z) < f(xo)3 lim f(z) esiha: lim f(z) < f(zo) < lim f(z).
T—Tq xﬁ\xj T—To x%xj
Poiche f non risulta continua in x, € X si ha:
lim f(z) < f(x,) oppure f(z,) < lim f(x).
T—Tq x%xj

Se risulta
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lim f(z) < f(zo)

T—To

si consideri 7 con

lim f(z) <y < f(xz,).
T—To
Poiche f(X) ¢ intervallo si ha § € f(X), quindi esiste T € X tale che sia f(Z) = 7.
Ovviamente si ha: T # x,. Inoltre se si ha T < z, risulta anche, per la definizione di limite,

f(@) < lim f(z). Si deduce allora che ¥ = f(ZT) < ¥ che risulta ovviamente assurdo.
T—To

Analogo ragionamento si puo ripetere se risulta

flao) < lim f(@). O

Teorema 5.1.11 (continuita della funzione inversa) Siano X CR, X #0, ed f : X —
R. Sia:

1. X intervallo,
2. f(X) intervallo
3. f strettamente monotona su X
Tesi: f~1: f(X) = X ¢ continua su f(X).

Dim. Preliminarmente occorre osservare che la funzione la funzione f risulta iniettiva perche
¢ strettamente monotona. Inoltre la funzione f~! della tesi, in generale, non risulta I'inversa
della funzione f; in realta essa risulta la funzione iversa della funzione ridotta di f ad f(X).

Se poi risulta anche f(X) = R allora f & anche suriettiva, quindi & anche invertibile. In tal
caso la funzione f~! della tesi ¢ la funzione inversa di f.

La dimostrazione si ottiene facilmente ossevando che f~! & strettamente monotona dello
stesso tipo di f. Quindi siccome ad f~! si puo applicare il teorema inverso di Bolzano ottenendo
la sua continuita. <

Il risultato di continuita della funzione inversa consente di dimostrare che le seguenti funzioni
sono continue.

1. Assegnato n € N si consideri la funzione radice-ennesima.

Sia n dispari, la funzione f(z) = {/x ¢ definita ed ha valori in R ed & ottenuta per
operazione di inversione della potenza di esponente n dispari. Tale funzione potenza &
definita, continua ed invertibile da R su R. Quindi per il teorema di continuita della
funzione inversa si deduce che f(z) = /z & continua su R.

Sia n pari. In tal caso la funzione f(x) = /x, per motivazioni analoghe al caso precedente
¢ definita, ha valori ed ¢ continua sullinsieme dei numeri reali non negativi: [0, +o0[.

2. Dalla funzione sin : R — R ¢ possibile definire la funzione arcsin : [-1,1] — [-F, 7]

che risulta strettamente crescente e suriettiva. Per il teorema di continuita della funzione
inversa si deduce che e continua anche la funzione arcsin .
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3. Dalla funzione cos : R — R ¢ possibile definire la funzione arccos : [—1,1] — [m, 0] che
risulta strettamente decrescente e suriettiva. Per il teorema di continuita della funzione
inversa si deduce che e continua anche la funzione arccos.

4. Dalla funzione tan : R\ {g +kr:keZ } — R ¢ possibile definire la funzione arctan :
R —] — 7, 5[ che risulta strettamente crescente e suriettiva. Per il teorema di continuita
della funzione inversa si deduce che & continua anche la funzione arctan.

5.2 Funzioni uniformemente continue

E utile considerare anche la seguente nozione di funzione uniformemente continua che sara
utilizzata, ad esempio, nella teoria dell’integrazione.

Definizione 5.2.1 (funzione uniformemente continua) Siano X C R, X # 0, ed f :
X =R

<—def

{f & uniformemente Ve>0 30>0 : Vo, X
continua su X |r1 — 22| <6 = [f(x1 — f(22)| <€

Vale il seguente risultato:

Teorema 5.2.1 Siano X CR, X #0, ed f : X — R sia [ uniformemente continua su X
Tesi:
f e continua su X.

Dimostrazione: Sia z, € X, se ¢ isolato la continuita di f e data.

Sia z, € X N D(X), per verificare che f & continua sia assegnato J € Z(f(z,)) e sia e > 0
tale che si abbia |f(x, — ¢, f(x, — ¢[C J.

Poiche f & uniformemente continua esiste 6 > 0 tale che Vx € X si ha |f(x) — f(z,)] < e.

o

Va notato che non & vero che una funzione continua ¢ anche uniformemente continua. Infatti
non e uniformemente continua la funzione

1
f:0,+o0[= R Vz €]0,400] f(z)= -
. . . o 1 . 1 . . .
Si consideri per questo x, = ~ ed y, = -7 Lvidentemente, per ogni n € N, si ha
70—l = ——
Tp —Yn| = —F7
Y n(n+1)

ed
|f(2n) = flyn)| = 1.

E possibile dimostrare pero il seguente risultato:
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Teorema 5.2.2 (di HEINE-CANTOR) Siano X CR, X #0, ed f : X — R. Sia:
1. X chiuso e limitato,
2. f continua su X,

Tesi: f e uniformemente continua su X.

Dimostrazione: Proviamo il teorema per assurdo.
Per questo sia € > 0 tale che V§ > 0 Jxs,ys € X per cui si ha |zs —ys| < 0 ed

|f(xs) — f(ys)| > &
Considero ora, Vn € N, x,,,y,, € X tale che si abbia |z, — y,| < % ed |f(xn) — f(yn)| > &

Utilizzando ora I’assioma della scelta di Zermelo si puo supporre che Vn € N i punti z,,, y, €
X siano univocamente individuati.

Possiamo ora applicare il teorema di Bolzano-Weierstrass alla successione (x,),. Esistono
allora T € X ed una successione o : N — N strettamente crescente tale che la sottosuccessione
(x,,(k))k di (x,),, abbia come limite il punto Z.

Anche la sottosuccessione (yc,(k)) , di (Yn),, ha come limite il punto Z.
Infatti si ha:

_ _ 1 _
Yotk) = T| < Yoty = Tot)] + [Tor) — | < FOR |00y — T -

Vale evidentemente anche la relazione ’ f(@omy) — f (%(k))! > E.

Passando al limite per kK — +o00, poiche f & continua in 7, si ha

0=1[f@) — f@)|= lim |f(zom) = f(Yor)| = E > 0.0

k——+o0

E utile considerare alcune altre condizioni sufficienti per ottenere I'uniforme continuita di
una funzione f. Tali condizioni non fanno riferimento alla natura dell’insieme X su cui essa e
definita. Per questo ricordiamo la definizione seguente:

Definizione 5.2.2 (funzione lipschitziana) Siano X CR ed f: X — R.

fsi dice di Lipschitz dk>0 : Ve, X
< def
(o lipschitziana) suX |f(zg) — fx1)| < k|zg — 24

Diamo anche la seguente definizione.
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Definizione 5.2.3 (funzione holderiana) Siano X CR, f: X - R ed a € [0, 1].

fsi dice di Holder (o holderiana) Jk>0 : Vx,z0€ X
<—def
di esponente o suX |f(22) — f(x1)] < k|xg — x1]”.

Ovviamente se una funzione e lipschitziana allora ¢ anche holderiana. Naturalmente non
vale il viceversa. Si consideri infatti, assegnato a €]0, 1[, la funzione

f:R— R definita dalla relazione f(x) = |z|* Vz € R.

Essa non e lipschitziana perche si ha:

PO U

1
:sup{ - :x>0}:—i—oo.
€T «

Risulta invece holderiana di esponente a essendo:

|z[* = [yI"| < |z —y[* Vr,yeR

Per una funzione holderiana si ha la seguente proprieta.

Teorema 5.2.3 Siano X CR ed f: X — R holderiana di esponente o €]0, 1].
Tesi: f & uniformemente continua su X .

Dimostrazione. Poiche f ¢ holderiana di esponente a €]0, 1] esiste

k Z 0 : |f($2) — f(LUl)’ S ]{Z‘Iz —SL’1|a VII,LCQ e X.

Considerando allora € > 0 basta prendere § = (%) « e si ha la tesi. ¢



CAPITOLO 6

LA DERIVATA

6.1 Derivate: definizione, proprieta e significato geo-
metrico.

Considereremo in questo paragrafo la nozione di derivata di una funzione reale di una
variabile reale definita su un sottoinsieme X di R. Tale nozione sara esaminata esclusivamente
nei punti z, € X che sono anche interni ad X (vedi la relativa definizione). Indicheremo con X°
I'insieme dei punti interni di X. Per dire che z, € un punto interno di X scriveremo z, € X°.

Definizione 6.1.1 (La funzione rapporto incrementale.) Siano assegnati X C R, X #
0, o, € X° e sia assegnata una funzione f : X — R. La sequente funzione

flx) — (o)

F:X\{z.} —R F(x)= e

Ve e X\ {z.}.
prende il nome di funzione rapporto incrementale di f di punto iniziale .

Osserviamo che z,, essendo interno ad X, ¢ anche di accumulazione per X \ {z.}, cioe z, €
D(X \ {z.}). Ha senso allora la seguente definizione:

Definizione 6.1.2 (Derivata)

(f e derivabile in x,) <= ges (EI lim F(z) = lim

T—To T—To Tr — xo

Quando f e derivabile in z, porremo, per definizione,

f'(ws) =dey lim M)

T—To T — o

il numero reale f’(x,) prende il nome di derivata prima di f in z,.

Nel seguito quando diremo che 3 f'(x,) vorremo intendere che esiste la derivata della
funzione f in x, e che f'(z,) ¢ il limite finito del rapporto incrementale di f in z..

Un altro modo, ovviamente equivalente al primo, di rappresentare il rapporto incrementale
e il seguente.

Per ogni z € X \ {x,} possiamo porre h = x — z,, conseguentemente & h # 0, e quindi
risulta = z, + h.
E possibile allora considerare I'insieme £ = {h € R: z,+ h € X}, ¢ ovvio che risulta

To € X< 0€c FE°

7
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e inoltre, essendo 0 € E°, si ha conseguentemente 0 € D(E \ {0}).

A questo punto possiamo considerare la funzione

flzo+h) — f(xo)
h

G:E\{0} —R G(h) = Vh € E\ {0}.

Anche la funzione G si denotera come la funzione rapporto incrementale di f in x,.
E possibile verificare in modo molto semplice che:

Teorema 6.1.1

eR

o+ h)— flzo
fé@%WMn%@HM@W:mJ@+>f@)
h—0 h—0 h

e si ha, ovviamente,

i LR =16 1) =)

h—0 T—To r — To

= f'(xo).

Possiamo considerare ora il sottoinsieme Y di X definito nel modo seguente ¥ = {x € X° :
3f'(x)}. Se risulta Y # () allora in esso ¢ definita in modo naturale la funzione derivata prima
di f che sara indicata indifferentemente nei seguenti modi

flx+h) = f(x)
- .

Df=f":Y —R esendo VreY, Df(x)=aes f'(r) =as lim
ﬁ

Naturalmente [’ = Df & una funzione ben definita per il teorema di unicita del limite.

Se risulta Y = () allora vuol dire che non esistono punti z in cui f ¢ derivabile. Brevemente
allora si dira che f non e derivabile su X. Saranno molto frequenti nel seguito gli esempi in cui
si avra Y = X°.

E opportuno osservare che in x, si possono considerare anche il limite sinistro o il limite
destro del rapporto incrementale di f relativo al punto z, ottenendo le seguenti definizioni.

Definizione 6.1.3 (Derivata sinistra)

(f & derivabile da sinistra in x,) <=4 ( lim J(@) = J(w)
T—To r — To

€ R).

Se f e deriwabile da sinistra in x, si pone di solito

i F@) = f)

T—xo r — X

= 1 (z.).

Quindi scrivendo 3 [’ (x,) significa che la funzione f ammette in x, derivata da sinistra.

Inoltre
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Definizione 6.1.4 (Derivata destra)

(f & derivabile da destra in x,) <=ge; lim M
z—zd T — To

e R.

Se f e deriwabile a destra in x, si pone di solito

. f([)?) — f(ffo) l
lim ——————= = f (z,).
:r:—):z:;r X — o f+( )
Anche in questo caso la scrittura 3 f, (x,) significa che la funzione f ammette in x, derivata
da destra.

Le definizioni precedenti, che permettono di definire le derivate ”"unilaterali”, consentono anche
di derogare, il alcuni casi speciali che considereremo ora, alla richiesta che z, sia interno ad X.

Alcuni casi in cui capitera di considerare la definizione di derivata laterale sono dati ad
esempio dai seguenti intervalli X = [a,b], X = [a,b[, X =]a,b], X = [a,+oo[, X =] — 00, b] con
a,b e R.

In tal caso ha senso considerare, se esiste, la derivata destra in a, se a € X, oppure la
derivata sinistra in b se b € X. E possibile inoltre legare tra loro le definizioni precedenti
mediante il seguente risultato:

Teorema 6.1.2 Siano X CR, X # 0,2, € X° ed f : X — R allora:

(3f'(xo)) <= (3fL(wo), 3fi(wo) e siha [l (o) = fl(x0)).

Dimostrazione. Basta tenere presente il teorema di esistenza del limite di una funzione se e
solo se esistono il limite sinistro ed il destro e coincidono ed applicarlo alla funzione rapporto
incrementale x € X \ {z,} — %ﬁ%) eR.

Evidentemente puo succedere che f sia derivabile da sinistra e da destra in x, ma non essere
derivabile in z,. E il caso in cui si ha f’ (z,) # fi(xs).

A tale scopo si consideri la funzione

fR—R f(x)=|z| VxR

E facile vedere che Af'(0) perché si ha 37 (0) = —1 ed 3f.(0) = 1.
E infine possibile legare la derivabilita alla continuita di una funzione nel modo seguente.

Teorema 6.1.3 Siano X CR, X # 0,2, € X° ed f: X — R, tale che 3f' (x,) ed 3f' (z.).
Tesi: f € continua in  T,.

Dimostrazione. Per avere la tesi occorre far vedere che 3 lim f(z) = f(z,).
T—To

e ovviamente é necessario e sufficiente dimostrare che:
3 lim f(z) = f(zo) ed 3 lim f(z) = f(z,)
T—To x%xj

Infatti risulta

flx) — (o)

T — T

fx) = f(a) = fwe) + f(wo) = f(wo) + (x =) VoeX\{ro}.
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Utilizzando 'ipotesi di esistenza della derivata sinistra e le operazioni sui limiti si ha:

CESCOT

T — To

lim f(z) = lim (f(xo)+

T—To T—xo

lim f(x) = lim f(x,)+ lim <M(x—xo)> =

r—xs Ty Ty T — To
o)+ tim SO oy (o) = )+ 7 (w0 = )

Allo stesso modo si prova che lim_f (x) = f(2,).O

=T

Non vale il viceversa del precedente risultato. Si puo infatti vedere facilmente che esistono
funzioni continue in un punto ma che in tale punto non sono derivabili ne a sinistra ne a destra.
Si consideri infatti la seguente funzione:

xsin% se x#0
fR—R f(z)= {
0 se x=0.
E facile vedere f € continua in z = 0.
Infatti, risultando 0 < |f(z)| < |z| V2 € R ed utilizzando il teorema del confronto sui
limiti si ha:

lim f(x) = 0 = f(0)

Inoltre f non e derivabile in x = 0 perche la relativa funzione rapporto incrementale in tale
punto e data dalla relazione

x)— f(0 1
fo) —fO) 1
x—0 x
che evidentemente non ha limite ne per z — 0~ e ne per x — 0*. Quindi non esiste ne la
derivata sinistra e ne la derivata destra di f in =z = 0.

Traendo spunto dall’esempio appena considerato si puo controllare agevolmente che le
seguenti funzioni g; e go definite in R rispettivamente dalle seguenti relazioni

xsin% sex >0

gi(z) =
0 se x<0.
e
0 se x>0
g2(z) =
wsin% sex <0
sono entrambe continue in x = 0. Invece, sempre nello stesso punto, la funzione g; e

derivabile da sinistra e non e derivabile da destra e la funzione g, € derivabile da destra e non
da sinistra.
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Osservazione 6.1.1 La nozione di derivata presenta lo studio di un limite in cui non é
applicabile il teorema sul rapporto sui limiti.

Infatti in tal caso, se la funzione data € continua, siamo in presenza della forma indetermi-
nata del tipo g.

Considerata infatti una funzione f derivabile ad esempio a sinistra in un punto z, si ¢ gia
visto che ¢ anche continua a sinistra e quindi risulta 3 lim [f(z) — f(z.)] = 0. Inoltre ¢ anche
T—To—

3 lim [z —z] =0.

T—>To—
Pertanto la funzione rapporto incrementale di f in x.:
re X\ {z.} — f(z) = (@) eR
r — T

nel caso si dovesse studiare il limite
z) — f(x,
) f()
T To— T — T,

e si volesse fare ricorso alla regola sul rapporto presenta la forma indeterminata del tipo %.
Peraltro tale limite esiste ed e finito per I'ipotesi di derivabilita fatta su f.

Teorema 6.1.4 Siano X CR, X # 0,2, € X° ed f: X — R, si ha:

<m = f € continua

T—To

1. 3m >0 ed A € I(x,) tale che Vx € X NIN] — 00, x| ’M

a sinistra in x,, cioé 3 lim f(z) = f(x,).
T—To

2. 3m >0 ed 31 € I(x,) tale che Vo € X N IN|x,, +00] ‘M

T—To

<m = f € continua
a destra in xo, cioé 3 lim f(x) = f(x,).

z—zd

3. dm >0 ed 3] € I(x,) tale che Ve € X N1\ {x.} ‘M <m = f € continua in

To, cioe 3 lim f(z) = f(x,).
T—To

Dimostrazione.
1) Per avere la tesi basta osservare che, essendo
flz) = flao
f@) = £y = LTI ) e X\ o),

dalla ipotesi di limitatezza sulla funzione rapporto incrementale segue Im > 0 ed 31 € Z(z,)
tale che

Vee XNIN|—oo,z.[: |f(x) = f(zo)| = ‘f(ﬁ) — f(=@o)

T — T,

|z — x| <m|x —x|.

Utilizzando allora il teorema del confronto per i limiti si ha la tesi.
2) La dimostrazione ¢ simile ad 1).
La verifica di 3) ¢ conseguenza di 1) e di 2). <

Osservazione 6.1.2 (% sono funzioni che sono continue in un punto assegnato x, ma la
relativa funzione rapporto incrementale in x, non € limitata in un intorno di .
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Si consideri infatti la famiglia di funzioni f(z) = |z|* con « €]0, +00].
Allorase e 0 < a < 1 la funzione f e continua in x = 0 ma la funzione rapporto incrementale
in x = 0, essendo data dalla relazione

f(x) = £(0) _ |af°

x—0 x
risulta illimitata sia superiormente e sia inferiormente in ogni intorno di x = 0.
: : C o x| |z . :
Risulta infatti lim u = —o0 e lim u = +o00. Infine, se & a > 1, esiste f'(0) = 0.
z—0" X z—0t I

6.2 Regole di derivazione e derivate delle funzioni el-
ementari.

Studieremo in questo paragrafo il legame esistente tra la nozione di derivata di una fun-
zione in un punto ed alcune operazioni tra funzioni come quelle di somma, prodotto, rapporto,
composizione e inversione.

Teorema 6.2.1 Siano X CR, X # 0, z, € X° ed f,g: X — R due funzioni tali che 3f'(x,)
ed 3¢’ (x,). Allora

1. 3(f +9) (o) = ['(wo) + g’ (20).
2. A(f9) (xo) = f'(20)9(20) + f(20)g' (20).

/ / /
3. Se ¢ g(x,) # 0 allora 3 (%) (z,) =1L (x")g(f;();’;)(?)g (o)

Dimostrazione.
1) La funzione rapporto incrementale di f+g¢ in . si puo scrivere, Vh € R\{0} con z,+h €
X, nel modo seguente:

(f(wo + 1) +g(zo + 1)) = (f(@o) +9(x0)) _ flwo + 1) = flwo) | glwo+ 1) = g(20)

h h h

Allora poiche i due addendi

f(zo+h) — f(=,) 9(xo +h) — g(x,)
e
h h
quando h — 0 hanno limite finito pari ad

f'(we) eda (),

il teorema sul limite della somma fornisce la tesi.

2) Sia assegnato h € R\ {0} con z,+ h € X, risulta:

f(xo + h)g(xo + h) = f(x0)g(xo)
h
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~ f(@o+h)g(zo + h) — fz0)g(z0 + h) + f(20)g(T0 + h) — f(20)g(20)
h

flzo+h) — flao)

9(xo +h) — g(,)
Y .

g(zo +h) + f(z0) -

Tenendo ora presente le ipotesi da cui si ricava che

i LE T = @) Ve R ed Flim 2

h—0 h h—0

=g (z,) €R

(zo + h) — g(o)
h

e che la funzione ¢ € continua in z,, cioe 3 ,llir% g(zo + h) = g(x,).
—

Applicando pertanto il teorema sul prodotto e sulla somma per i limiti si ha la tesi, cioe si
ha:

. Jxo+h)g(xe + h) — f(2:)g(0

3 pm L0 £ 10 ) = JE)Oe) o o)+ f)g (2.

—0 h

3) Sia assegnato h € R\ {0} con z,+ h € X, e tale che: g(z, + h) # 0. Questo &

possibile perche, essendo per ipotesi H,IZir% g(xo + h) = g(z,) # 0, si puo applicare il teorema
ﬁ

della permanenza del segno dal quale si ricava che 31 € Z(z,) tale che Vo € I N X si ha
g(x)g(xs) > 0, cioe g(x) ha lo stesso segno di g(x.).
Considero allora h € R\ {0} tale che z, + h € I N X.

Per tali A il rapporto incrementale della funzione % si scrive nel modo seguente:

f(CCo‘f'h) f(.l‘o)
g(zo+h) - g(xo) f(xo + h)g(fﬁo) - f(:vo)g(xo + h)

h hg(o + h)g(w.)

~ f(@o+ h)g(xo) = flx0)g(20) + f(20)g(20) — f(20)g(206 + D)
hg(zo + h)g(z,)

B f(z°+h}z_f(w°)g(xo) _ f(xo)g(fvﬁhlz—g(wo)
9(zo + h)g(wo)

A questo punto tenendo conto delle ipotesi si ha:

El}llli)% f(xo—i_h})l_f(xo) :f/(xo> eR ed H}lgrg)g($o+h}1_g<:t0)

=g¢'(z,) €R

e che la funzione ¢ ¢ continua in xz, cioe 3 ’lbirr(l) g(xo + h) = g(x,).
—

Applicando allora le regole sulle operazioni sui limiti si ha la tesi; cioe:
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f@oth) _ flwo) / _ /
El hm g(xzo+h) g(xo) — f (‘To)g(xo) f(xo)g (IO)'O

h—0 h (g9(xo))?
Mediante il calcolo della derivata delle funzioni elementari e facendo uso del precedente
risultato e di altri succesivi si puo determinare la derivata di molte funzioni.
Consideriamo alcuni semplici ma importanti esempi.

Esempio 6.2.1 (Funzione costante) Sia k € R ¢ la funzione f : R — R f(z) =k Ve
R.
Risulta f'(x) =0 Vz €R.

Il grafico di f e dato da una retta parallela all’asse delle ascisse e passante per il punto di
coordinate (0, k).
Si vede facilmente che Vx € R, Vh € R, h # 0 risulta

fla+h) = f@) k—k
h - h
quindi, essendo il rapporto incrementale identicamente uguale a 0, anche il limite per h — 0

e ancora uguale ad 0. In tal caso risulta

0

f(x)=0 VzeR.
Cioe la derivata della funzione costante ¢ nulla.<$>

Esempio 6.2.2 (Funzione identita di R.) Sia f :R— R f(z)=2 VzeR.
Risulta f'(x) =1 VzeR.

Il grafico di f e dato da una retta passante per 1’origine degli assi cartesiani ed avente coefficiente
angolare 1.
In questo caso si puo verificare che Ve € Re Vh € Rcon h #0 &
fl@+h)—flx) x+h—-x h

h !

quindi, essendo la funzione rapporto incrementale costantemente uguale ad 1, anche il limite
per h — 0 ¢ ancora uguale ad 1. In tal caso risulta

flx)y=1 VzeR.$

Esempio 6.2.3 (Funzione polinomio di primo grado) Sia f : R — R f(x) = mx +
q VrelR.
Risulta f'(x) =m Vx €R.

La funzione rapporto incrementale in € R ¢ costantemente uguale ad m Vh € R\ {0}.
Infatti

e 20 _mexDPd=mizi_y weR\(0) o VocR

quindi

VeeR 3f'(x) =m.

Cioe la derivata coincide con il coefficiente angolare m della retta.
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Esempio 6.2.4 (Funzione potenza con esponente n intero positivo) Sia assegnaton €
Nesiaf:R— R f(z)=2" VreR.
Risulta f'(x) = na"' Va eR.

Il rapporto incrementale é:

f(x+h]i—f(x):($+h;:—f"n vheR\{0} e VzeR

Utilizzando le regole di scomposizione dell’algebra elementare il rapporto si scrive nella
forma:

foty=tte ey TG T e e
j=1
Considerando ora il limite per h — 0 si ha:
flath) — fl@) N I ETIL o IR o W R
/ _ — J And _ n—=7 .7 — n — n
f(m)_ilzlg(l) - }lllg(l)j1 (x+h)"x ;x x ;x nz" .

Il risultato appena dimostrato si pud ottenere anche utilizzando il principio di induzione su
n € N.

La verifica si sviluppa in due parti: la prima parte consiste nel verificare che la tesi é vera
per n = 1; la seconda nel supporre vera la tesi per un assegnato numero naturale n e nel
dimostrare che é ancora vera per il numero naturale n + 1.

Infatti per n =1 si ha f(x) = x e quindi risulta f'(z) = 1V € R.

Inoltre, supposta vera la formula per un assegnato n € N, verifichiamo che e vera per n + 1.

Si consideri quindi f(x) = z""Vz € R.

Utilizzando la moltiplicazione si ha f(x) =z -2" Vz € R.

Dalla regola di derivazione del prodotto si ottiene:

fllz)=1-2"+x-na" ' =2"+na" = (n+1)2" Vr e R

Esempio 6.2.5 (Funzione potenza con esponente n intero negativo) Sia assegnaton €
Z conn<0esiaf:R\{0} — R f(z)=2" VzecR\{0}. Risulta f'(z)=nz""" Vze
R\ {0}.

Assegnato n € Z con n < 0, si puo la funzione si pué scrivere nella forma f(z) = 2™ =
L Vz € R\ {0}. Utilizzando la regola di derivazione sul rapporto si ottiene la tesi:

x—n

0z — 1(—n)z~"t  nz ! .
f(x) = ) = = nz"" Vo e R\ {0}.$
Utilizzando i risultati degli esempi precedenti ed il teorema sulle regole di derivazione si
possono derivare le funzioni polinomio e le funzioni razionali.
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Esempio 6.2.6 (Funzione esponenziale) Assegnatoa € R, a >0sia f:R—R f(x) =
a® Vr eR.

Risulta f'(x) = a*loga Vx € R, dove loga ha come base il numero e di Nepero, che spesso
non st indica.

Fissato x € R ed h € R con h # 0 la funzione rapporto incrementale di f in x e data da

flx+h)—flx) at"—a® a%a—a®  _a"—1
D R A
quindi
. f([E—f—h)—f([E)_ xah_l_:r' ah_]'_m
Y T A
Se risulta @ = e si ha la funzione f(x) = ¢* Vz € R. Per essa si ha, ovviamente,

fl(x)=e" VreR.
Si nota quindi che 'operazione di derivazione lascia inalterata la funzione f(z) = e®.

Esempio 6.2.7 (Funzione logaritmo) Assegnato a € R,a > 0,a # 1 sia f :]0,+oo[—>
R f(z) =log, x Vzx €]0,400].

Risulta f'(x) = log,e Vx €]0,+o0[, essendo e il numero di Nepero.

Per avere il risultato siano = €]0, +oo[ ed h € R, h # 0 tale che x + h €]0, 4+o00].

Si ha:

f(:zc—l—h)—f(x):loga(x%—h)—logami1 x+h:

=—]
I h BB T

1 h.  1log,(1+1%)

—log(l+ =) =—

hOg( m) T %

Pertanto
— 1log (1+ 2 1 log (1+ L2 1

g LD @) g (1) 1 g (kl) 1
h—0 h h—=0 T % T h—0 % x

Quindi se risulta a = e si ha log, e = 1 e quindi: f'(x) = 1 Vz €]0, +o0l.

Tz

Esempio 6.2.8 (Funzioni trigonometriche elementari) Risulta:
a) Dsinz = cosx Vo € R,
b) Dcosx = —sinx Vx € R,
¢) Dtanz = —4 Ve e R,z # 5 + kr Vk € Z,

Cos“ T

d) Dcotz = ——— Vo € R,z # kr Vk € Z.

sin® z

Verifico la a). Fisso x € R e considero € R, h # 0 e la funzione rapporto incrementale di
punto iniziale x, che, facendo uso delle formule di prostaferesi, si puo trasformare nel modo
seguente:

sin(x + h) —sinz  2sin sin h
= cos(x + —).

(wth)=a 0
- h
h h b 2

(z+h)+x
2

(M=
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Passando al limite per h — 0, tenendo conto che la funzione cos z € continua, per cui risulta

. h . _ sin’ . .
lim cos(z + ) = cosz, e che risulta lim ——= = 1, si ha la tesi.
h—0 2 h—0 2

Cioe _ .
. sin(z+h) —sinx
lim = cos .
h—0 h

La verifica di b) ¢ simile alla a). Si puo infatti utilizzare la formula di prostaferesi di cos
per scrivere il rapporto incrementale di punto iniziale x ed incremento h # 0 nel modo seguente:

COS(I n h) oS T 28i1’1 (:r;h)f:p sin (x;rh)+m sin% ‘ ( . ]’L)
=— =— sin(z 4+ —).
h h % 2
ok
Tenendo allora presente il limite notevole ’llir% - 2 — 1 e la continuita della funzione sin z
— 1A
2

da cui segue che lim sin(x + 5) = sinz, si ricava la tesi; cioe
h—0

cos(x + h) — cosx

1m = —Senx.
h—0 h

Per verificare la c¢) basta utilizzare la regola di derivazione del rapporto tenendo presente
che valgono a) e b) e che risulta tanz = 222 infatti e:

cosx’

sinw  coswcosw —sinz(—sinz)  cos®x +sin’x 1
Dtanx = D = 5 = 5 =—
Cos cos? x cos*x cos?
La verifica di d) ¢ simile a c) se si tiene conto che risulta cot z = <=2 si ha:
CcoOST  —sInxsinx — CosT CoST sin®z + cos? x 1
DCOtl’:D_ == ) = 35 = T 5 -
sinx sin® sin” sin”

Teorema 6.2.2 (Derivata di una funzione composta) 1. Siano X CR, X # 0, z, €
X° esia f: X — R tale che 3f'(z,). Sia poiyo = f(z,).

2. SianoY C R tale che f(X)CY e cony, € Y°.

3. Sia g: Y — R una funzione tale che 34’ (y,).
Tesi: 3(gof) (zo) = ¢ (Yo) f'(zo) = ¢’ (f (o)) f'(20).

Dimostrazione: Dall'ipotesi di derivabilita di f in z, segue che Vh € R tale che z, + h €
X Fw(zo, h) € R tale che

fxo+h)= f(xo) + f'(xo)h + w(xo,h)h e lllim w(zo, h) = 0.

—0

Inoltre poiche 3¢'(yo) si ha: Vk € R tale che yo + k€Y F|t(yo, k) € R
tale che

9(yo + ) = 9(yo) + 9'(y)k + (yo, K)k e lim ¢(yo, k) = 0.
Se ora pongo k = f(x, + h) — f(x,), ricordando che y, = f(z,), si ha,

9(f (xoth)) = g(f (o)) +9'(f (o)) (f (wot-h) = f (o)) +U(f (o), [ (o + h) = f(x0))(f (oth)—f(20)) =
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9(f (@a))+g (f (o)) [ (wo) bty (f (o)) w (o, B)+1b(f (o), f (@ + h) — f (o)) (f (o) htw(zo, h)h) =

9(f (@e))+9'(f (o)) [ (we)hth [g (f (wo))w (o, h) + ([ (o), (o + 1) = f(20))) ([ (20) + w(zo, h))] -

Facendo vedere che il termine in parentesi quadre e infinitesimo per h — 0 si ha la tesi.
Il risultato e vero perche, essendo f derivabile in xz, ¢ anche continua in tale punto e quindi
risulta

lim k = lim|[f(x, + h) — f(z.)] =0,

h—0 h—0
quindi e

lim (f(20), (o + 1) = f(z2)) = 0.
Inoltre e

lim w(zs, h) =0
h—0

perche f e derivabile.
Ne segue che

o U @ 1) = g(f(z2)

h—0 h

= 9/ (f(we)) ['(20)-©

Esempio 6.2.9 La funzione f(z) = log, |z| risulta definita sull’insieme X =] — oo, 0[U]0, 00|
ed é wi derwabile. Si ha:

1
V zeX 3 D(log,|z|) = —log,e.
x

Infatti per = > 0 la tesi € ovvia. Invece se risulta < 0 si ha log, |z| = log,(—x), quindi
utilizzando la regola di derivazione delle funzioni composte si ha:

1 1
Va <0 Dlog,|x| = Dllog,(—z) = —log,e(—1) = —log, e.{
—x T

Esempio 6.2.10 (Funzione potenza ad esponente reale) Assegnatoa € R sia f :]0, +oo[—>
R f(z) =x* Vx €]0, +00].
Risulta f'(x) = ax®™! Vz €]0, +o0|

Per avere la tesi si noti che si ha:

f(z) = 2% = 8" Yz €]0, +00]
Utilizzando gli esempi precedenti ed il teorema di derivazione delle funzioni composte si ha:

1 1
f/(l') _ 6alog;aca_ — %= = axa—1<>
x x
Teorema 6.2.3 (Derivata della funzione inversa.) Siano X C R, X # 0, =, € X° ed
f: X — R una funzione e poniamo yo = f(x,).
Supponiamo inoltre che:
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1. X e intervallo;
2. f e continua su X;
3. f e imettiva su X;

4. 3f() #0.

Tesi: 3 f~1: f(X) = X inversa (della ridotta ad f(X)) di f ed 3 (f~1)(yo) = m
Dimostrazione: Osserviamo anzitutto che f(X) ¢ un intervallo perche f ¢ una funzione continua
ed X & un intervallo, per il teorema dei valori intermedi. Inoltre la funzione f : X — f(X),
ridotta di f ad f(X), e invertibile perché risulta bigettiva.

Sia f~!': f(X) — X la sua inversa.

Ancora: g, ¢ interno ad Y perche z, ¢ interno ad X e perche f, essendo iniettiva e continua,
risulta essere strettamente monotona su X.

Infine per provare che f~1 & derivabile in y, considero k € R, k # 0 tale y, + k € f(X).

Pongo h = f~Y(y.+k)— f*(yo), quindi & h # 0 perche f~! & ancora strettamente monotona
dello stesso carattere di f.

Inoltre si ha f~Y(y.+k) = [~ (y.)+h = zo+h e quindi ,+h € X esiha: yo+k = f(x,+h)
da cui si ha k = f(zo + h) — f(x,). Osserviamo ancora che risulta:

lim h = lim (f~ (yo + k) — [ (y.)) = 0
k—0 k—0
perche f~! & continua in ¥,, vedi teorema di continuita della funzione inversa.
A questo punto abbiamo:

D o Bl A D h . 1 1

lim 2 Th00 flme + h) — flza) i Floth)={Gre) B f'(:co)'<>

Osservazione 6.2.1 Senza lipotesi 4) il teorema precedente puo essere falso.

Si consideri infatti la funzione f : R — R definita dalla relazione f(x) = 23 Vx € R.
f & ovviamente continua, strettamente crescente e si ha anche f(R) = R, quindi esiste la
funzione inversa di f che ¢ ancora continua e strettamente crescente, evidentemente risulta

[y =y VyeR
Infine si verifica facilmente che si ha f/(0) = 0 mentre A(f1)(0).$

Esempio 6.2.11 (Derivata di alcune funzioni inverse.) Utilizzando il teorema di derivazione
della funzione inversa determiniamo la derivata delle funzioni inverse di alcune funzioni trigono-
metriche elementari. Si hanno le sequenti relazioni:

1. Darcsinz = ﬁ Ve el —1,1];

2. Darccosx:—\/li7 Vo €] —1,1];

_ _1 .
3. Darctanz = —— Vr € R;
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Per verificare la prima relazione considero = €] — 1, 1[, posto allora y = arcsinz si ha

y €] — 5, 5[ ed inoltre ¢ siny = . Allora facendo uso del teorema (5.2.4) ed essendo anche
Dsiny = cosy # 0 risulta:
1 1 1 1

D arcsinz = = = = .
Dsiny  cosy 1—sin?y 1—2°

E utile in questo caso verificare la formula data anche in modo diretto, cioe facendo uso del
limite della funzione rapporto incrementale. Questo studio diretto ci consentira di far vedere
come mai la funzione considerata non ¢ derivabile agli estremi dell’intervallo di definizione; si
noti anche che la formula della derivata non ha senso per x = —1 e per x = 1.

Per questo considero z €] — 1,1[ ed h # 0 tale che z + h €] — 1,1].

La funzione rapporto incrementale ¢ data da

arcsin(x + h) — arcsin x
h
Ora se si pone y = arcsin x, risulta ovviamente « = siny. Inoltre posto anche k = arcsin(z+
h) — arcsinz, si ha k = arcsin(x + h) — vy, arcsin(z + h) = y + k, © + h = sin(y + k) e infine
h =sin(y + k) — siny.
Pertanto ¢

arcsin(y + h) — arcsinz k B 1
h ~ sin(y+k) —siny sinfyth)—siny

Tenendo poi presente che se h — 0 allora si ha anche & — 0 perche la funzione arcsin e
continua si puo dire che risulta:

’ arcsin(x + h) — arcsinz , 1 B
finy n = 1) Sty
r 1 B 1
cosy /1—sin’y V1—a?
Si puo osservare a questo punto che, come si ¢ detto prima, se ¢ x = 1 oppure x = —1 la

formula della derivata non ha senso perche la sua espressione si riduce alla forma %.

Inoltre tenendo presente il ragionamento appena fatto con il rapporto incrementale si deduce
che risulta:

. arcsin(l 4+ h) — arcsin 1
lim = +00
h—0 h

. arcsin(—1 + h) — arcsin(—1)
lim = +o0.
h—0 h

Naturalmente il primo limite e, in realta da considerarsi per h < 0 ed il secondo limite va
considerato per h > 0.
Dalle relazioni precedenti si puo dedurre allora che

ADarcsinl e  ADarcsin(—1).

Per ottenere le altre formule e sufficiente fare un ragionamento analogo a quello appena
considerato.<$>
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6.3 Derivabilita e monotonia.

Studieremo in questo paragrafo i legami esistenti tra la derivabilita in un punto o in un
intervallo e la monotonia di una funzione sempre in un punto oppure in un intervallo.

Definizione 6.3.1 Siano X CR, X #0, z,€e X ed f: X — R
3l € I(x,) :

1. fé crescente in To <=>gey
@I > gy e 1N X\ {2}

I € Z(x,) :

2. fe strettamente crescente in To <=>qey
J@) /e 5 gvz e IN X\ {z.}.

T—To

Al € I(x,) :

3. fé decrescente in To <= gey
@I < gz e IN X\ {z.}.

T—To

Al € I(x,) :

4. fe strettamente decrescente in To <=>gef
J@ I - gve e INX\ {z.}.

T—To

Osservazione 6.3.1 QOuviamente se f ¢ strettamente crescente (decrescente) in . allora f é
crescente (decrescente) in x.. Non vale ovviamente il viceversa.

Teorema 6.3.1 Siano X CR, X #0, z, € X° ed f : X — R tale che:

1. f e crescente in x,;
2. 3f_(zo) ed 3f (o)
Tesi: f_ (o) >0 ed f,(xs) > 0.

Dimostrazione: La dimostrazione segue dalla definizione e dal teorema della permanenza

del segno per il limite.
Ovviamente vale ’analogo enunciato:

Teorema 6.3.2 Siano X CR, X #0, z, € X° ed f : X — R tale che:

1. f é decrescente in x,;
2. 3f (zo) ed 3f(z,)
Tesi: f_(xo) <0 ed f,(z5) < 0.

Teorema 6.3.3 Siano X CR, X # (), ., € X° ed f : X — R tale che: 3f (z,) > 0 ed

3fi(20) > 0
Tesi: f é strettamente crescente in ..

Dimostrazione: Segue dal teorema della permanenza del segno.{
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Teorema 6.3.4 Siano X CR, X # 0, v, € X° ed f : X — R tale che: Elfl(xo) <0 ed
3 () <0
Tesi: f ¢ strettamente decrescente in x,.

Dimostrazione: Segue dal teorema della permanenza del segno.<$

Osservazione 6.3.2 Se nei due teoremi precedenti si suppone che esiste f'(x,) allora se f é
crescente in xo si ha f'(xo) > 0, mentre se f & decrescente in x, si ha f'(z,) < 0. Inoltre
se ¢ f'(xo) > 0 allora f é strettamente crescente in x,, mentre se é f'(z,) < 0 allora f é
strettamente decrescente in x..

o)
<

Teorema 6.3.5 Siano X CR, X # (), z, € X° ed [ : X — R tale che:
1. x, € punto di massimo relativo per f.
2. 3f_(zo) ed 3f(x5)
Tesi: f(70) >0 ed f, () <O0.
Dimostrazione: Poiche z, ¢ di massimo relativo per f, esiste I € Z(z,) tale che f(z) <

f(zo) VYa € I'NX. Inoltre poiche z, € X° si puo anche supporre che I C X. Passando poi al
rapporto incrementale si ha:

MZO Ve e IN XN — oo,z
T — T
ed
W <0 Ve lIn XNz, +oof.

Passando ora al limite per x — z e per x — zT rispettivamente ed utilizzando il teorema
della permanenza del segno si ha la tesi, cioe f  (z.) > 0 ed fjr (z5) < 0.0

Teorema 6.3.6 Siano X CR, X #0, z, € X° ed f : X — R tale che:
1. x, e punto di minimo relativo per f.
2. 3f (xo) ed If (w5)

Tesi: f_(2,) <0 ed f(x5) > 0.

Dimostrazione: Analoga a quella del teorema precedente.{

Teorema 6.3.7 (di FERMAT) Siano X CR, X #0 ed f : X — R tale che:
1. z, € punto di massimo o di minimo relativo per f.
2. x, € X°
3. 3'(x.)

Tesi: f'(x,) = 0.
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Dimostrazione: Se per assurdo fosse f'(z,) # 0, il punto x, non sarebbe né di massimo ne di
minimo per f.$

Ovviamente non vale il viceversa. Cio¢ non ¢ vero che se x, ¢ interno ad X e se 3f'(z,) =0
allora il punto x, puo non essere ne di massimo e ne di minimo relativo per f.

Si consideri infatti la funzione f(z) = z®> Vz € R. Per essa si ha f/(0) =0 ma z =0 ¢ un
punto in cui f e strettamente crescente.

Utilizzando invece I'eventuale informazione sul segno della derivata prima a sinistra ed a
destra si hanno i seguenti risultati.

Teorema 6.3.8 Siano X C R, X # 0, 2, € X° ed f : X — R tale che: 3f' (x,) >
0 ed 3f\(z,) <0.
Tesi: x, € punto di massimo relativo per f.

Dimostrazione: Per avere la tesi occorre e basta far vedere che

Al eZ(xs): YeelnX f(x) < flx,).

Dalle ipotesi sul segno della derivata prima a sinistra si ha:

fx) = f(xo)

T — To

dH € Z(z,) : Yz € HN XN] — 00,2, si ha: >0

cioe, essendo il denominatore di segno negativo:

dH € I(z,) : Yo € HNXN| — o0,z si ha: f(z) < f(xo).

Allo stesso modo utilizzando il segno della derivata prima da destra in x, si ha che

3K € I(z,): Vo € KN XNz, +00] si ha: % —0

cioe, essendo il denominatore di segno positivo:
K € Z(x,) : Vax € KN XN|x,, oo si ha: f(x) < f(xo).

Considerando infine I = H N K si ha la tesi perche risulta:

Vee INX\ {z.}siha: f(z) < f(zo).$

Ovviamente vale anche il seguente risultato.

Teorema 6.3.9 Siano X C R, X # 0, 2, € X° ed f : X — R tale che: If' (x,) <
0 ed 3f\(z,)>0.
Tesi: x, € punto di minimo relativo per f.

Dimostrazione: E simile a quella fatta per il teorema precedente.<>

Osservazione 6.3.3 [ due teoremi precedenti considerano funzioni f per le quali Af'(x,). E
opportuno pero considerare anche i casi in cui f sia deriwabile in x.. In tal caso i risultati
che assicurano che un punto x, sia di massimo o di minimo relativo hanno bisogno di ulteriors
condiziont, oltre a quelle sulla derivata prima in x,, come si vedrd nel sequito.$y
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Teorema 6.3.10 (di ROLLE.) Siano a,b € R cona <b e sia f:[a,b] — R tale che siano
soddisfatte le sequenti condizionsi:

1. f continua su [a,b] (cioé Yz, € [a,b] 3 lim f(z) = f(x,)).

T—To

2. f derivabile su |a,b| (cioé Yz, €]a,b] If'(x,)).

3. fla) = f(b).
Tesi: 3T €]a,b[:  f'(T) = 0.

Dimostrazione: Poiche f e continua su [a,b] che ¢ chiuso e limitato, per il teorema di Weier-
strass, esistono 1, xs € [a,b] tale che f(x;) < f(x) < f(z2) Vx € [a,b]; cioe z1 ed x5 sono
rispettivamente punto di minimo e punto di massimo assoluti per f.

Se risulta anche f(x1) = f(x9) allora & f(x) = f(z1) = f(x2) Vz € [a,b], cioe f é costante
su [a, b]; in tal caso si ha f'(x) =0 Vx € [a,b)].

Se invece ¢ f(x1) < f(x2), posso dire intanto che f non ¢ costante su [a,b], in tal caso
verifico che almeno uno dei due punti x; e 25 € interno ad [a, b]; cioe risulta x; €]a, b[ oppure
T9 G]CL, b[

Se infatti si avesse, per assurdo, x1 €]a, b e x5 €]a, b allora entrambi sarebbero estremi di
[a, bled in tal caso, per l'ipotesi 3., si avrebbe f(z1) = f(x9).

Poiche quindi almeno uno dei due punti z; e z5 ¢ interno all’intervallo [a, b], sia ad esempio
x1 €la,b[. Poiche z; & punto di minimo per f e poiche per l'ipotesi 2) esiste f’(z1), per il
teorema di Fermat risulta f’(z1) = 0. Basta allora prendere T = x; per ottenere la tesi.
Analoga conseguenza se risulta xs €la, b[.{

Osservazione 6.3.4 Il significato geometrico del teorema di Rolle é evidente: si afferma ['e-
sistenza di un punto T €]a,b[ che risulta ascissa di un punto del grafico di f le cui coordinate
sono (T, f(T) in cui la retta tangente al garfico di f, che esiste per ipotesi, é parallela all’asse
delle ascisse.$>

La tesi del teorema di Rolle consente di affermare che esiste almeno un punto z, €]a,b]
tale che la retta tangente al grafico nel punto di coordinate x,), f(z,)) ¢ parallela all’asse delle
ascisse. Evidentemente ci sono esempi di grafici di funzioni che non verificano le ipotesi del
teorema di Rolle e che possono avere rette tangenti parallele all’asse delle ascisse.

Teorema 6.3.11 (di LAGRANGE.) Siano a,b € R cona <b e sia f:[a,b] — R tale che
siano soddisfatte le sequenti condizioni:

1. f continua su [a,b] (cioé Yz, € [a,b] 3 lim f(z) = f(x,)).

T—To
2. f derivabile su]a,b| (cioé Vx, €]a,b] If'(x,)).

Tesi: 3% €la, b f/(T) = L&=L),

b—a

Dimostrazione: Considero una funzione ausiliaria g : [a,b] — R definita dalla relazione g(x) =
f(w) = HE=E (2 — a) = f(a) Va € [a,0].

b—a
Per tale funzione, che € somma di f con una restrizione di un polinomio di primo grado in
x, sono verificate le ipotesi del teorema di Rolle. Infatti g ¢ continua su [a, b] ed e derivabile su

Ja, b[ perche entrambi gli addendi verificano queste condizioni.
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Inoltre & ¢'(z) = f'(z) — W Va €]a,b]. Infine si verifica facilmente che ¢ g(a) = ¢g(b) =
Vale dunque per la funzione g la tesi del teorema di Rolle, e dunque 3T €|a,b| tale che

g'(T) = 0; cioe 3T €la, b| tale che f'(T) — W = 0 che ¢ la tesi.$

Osservazione 6.3.5 Anche il teorema di Lagrange ha un significato geometrico molto impor-

tante. Infatti poiche W rappresenta il coefficiente angolare della retta che congiunge i

punti di coordinate (a, f(a)) e (b, f(b)), la tesi afferma che in un opportuno punto del grafico di

f di coordinate (T, f(T)), con T €|a,b[, la retta tangente in tale punto, che esiste per ipotesi e

che ha coefficiente angolare f'(T) € parallela alla suddetta retta, cioé risulta: f'(T) = w

Consideriamo ora alcune conseguenze significative del teorema di Lagrange.

Teorema 6.3.12 (Conseguenze del teorema di Lagrange.) Siano X C R, X # () ed
f: X — R tali che si abbia:

1. X wntervallo

2. f continua su X (cioe Vz, € X 3 lim f(z) = f(z.))

T—To

3. [ derivabile su X° (cioe Yz, € X3f'(x,)) e poniamo E = {x € X°: f'(x) = 0}.

Tesi: a)
(fl(x)=0Vz e X) <= (Fk eR: f(z) =k Vz € X)

b)

(f'(x) >0 Ve X°ed E°=0) <= (f ¢ strettamente crescente su X)

c)

(f'(x) <0 Vo e X° ed E°=0) < (f ¢ strettamente decrescente su X)

Dimostrazione: a) L’implicazione da destra verso sinistra e ovvia; verifico I’altra implicazione
cioe quella da sinistra a destra.

Sia T € X un punto fissato e pongo k = f(Z). Provo che Vx € X si ha: f(z) = f(T).
Naturalmente basta prendere x # T e in particolare considero < 7, il caso x > T si tratta in
modo analogo.

Per le ipotesi la funzione f verifica le ipotesi del teorema di Lagrange sull’intervallo [z, Z],
quindi ne soddisfa anche la tesi. Esiste pertanto ¢t €]z, T] tale che f'(t) = % Poiche per
ipotesi ¢ anche f’(t) = 0, segue che f(z) — f(Z) =0, cioe f(z) = f(T).

b) Verifico 'implicazione da sinistra a destra e comincio provando che f & monotona cres-
cente su X. Siano, per questo x1, 9 € X con xy < xo; per le ipotesi fatte su f sono soddisfatte,

sull’intervallo [z, x5], le ipotesi del teorema di Lagrange per f. Esiste allora t €]z, 5[ tale che
F(t) = flz1)—f(z2)

T1—T2

Poiche risulta f’( )>0ex; —xy <O0siha f(z1) < f(x2). Quindi f ¢ monotona crescente.

Provo ora che in realta, essendo E° = (), f ¢ strettamente crescente su X; cioe¢ Vo, zo € X
con x1 < xo risulta f(zy) < f(x2).

Per assurdo suppongo che 3z1, x5 € X con x; < x5 tale che si abbia f(x;) = f(z2). Risulta
anche, allora, f(z1) = f(zx) = f(xs) Va € [x1,29), e quindi f'(x) = 0 Vz €]y, x|, cioe
Jz1,25]C E, da cui segue che E ha punti interni, cioe risulta E° # (.

Viceversa suppongo f strettamente crescente su X e sia x € X° un punto fissato. Risulta
allora () f(x >0 Vte X\ {z}.
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Passando al limite per ¢ — x si ha, per l'ipotesi di esistenza della derivata prima e per il
teorema della permanenza del segno, f’(z) > 0. Verifico ora che I'insieme E dei punti in cui
la derivata f’ di f & nulla non ha punti interni, cio¢ E° = (). Suppongo invece che sia E° # ()
e sia z, € E°. Per definizione di E° esiste 6 > 0 tale che si abbia |z, — §,2, + §[C E, cioe
f'(x) =0 Vo €|z, — 0,2, + 4.

Pertanto, per il punto a), risulta f(x) = f(z,) V& €]z, — 0,2, + [, da cui segue che f non
e strettamente crescente su X.

c) Si prova passando dalla funzione f alla funzione —f ed utilizzando b).{

Il seguente risultato é facilmente applicabile allo studio di una funzione.

Teorema 6.3.13 (Conseguenze del teorema di Lagrange.) Siano X C R, X # 0 ed
f: X — R tali che si abbia:

1. X intervallo

2. f continua su X (cioe Vz, € X 3 lim f(x) = f(z,))

T—To
3. f derivabile su X° (cioée VY, € X3f'(x,)).

Tesi:
a) f'(x) >0 Vo€ X° = [ é strettamente crescente su X
b) f'(x) <0 Vo e X° = f é strettamente decrescente su X

Dimostrazione: Per verificare la a) siano assegnati x; € X ed xs € X con x; < xg, dimostro
che si ha f (z1) < f (z2).

Per il teorema di Lagrange applicato allintervallo [z, x5 esiste T €]x1, x5 tale che si abbia:

To — I
Poiché per ipotesi si ha anche f'(Z) > 0, si ha anche f (z3) — f (1) > 0.
Quindi si ha:

f ) < f ().
In modo analogo si dimostra la b).

Teorema 6.3.14 (degli zeri per la derivata prima.) Siano X CR, X #0 ed f: X —
R tali che si abbia:

1. X ntervallo

2. f continua su X (cioé Yz, € X 3 lim f(z) = f(z.))

T—To

3. f derivabile su X° (cioe Vx, € X3f'(z,)).

4. Jx1, 29 € X° tale che f'(xq)f'(z2) <O.
Tesi: 3T €]z, xo| tale che f'(T) =0

Dimostrazione: Supponiamo anzitutto che si abbia f'(z1) < 0 ed f'(z3) > 0, verifico che f ha
in |z, 29[ un punto di minimo, cioe¢ 3T €|xy, xo[ tale che f(T) < f(z) Va € [x1,x9). La tesi &
ovviamente vera perche essendo f una funzione continua su [xy, 25| che & chiuso e limitato ha
anche in tale intervallo sia almeno un punto di minimo e sia almeno un punto di massimo.

Inoltre per le ipotesi sul segno della derivata prima in x; ed in x5 il punto di minimo ¢
certamente interno ad [z, z5]. 1l teorema di Fermat fornisce allora la tesi.<$
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Teorema 6.3.15 Siano X CR, X #0 ed f: X — R tali che si abbia:
1. X intervallo

2. f continua su X (cioe Vo, € X 3 lim f(x) = f(z,))

T—To
3. f derivabile su X° (cioe Vx, € X3f'(z,)).
4. f'(x) #0 Vzre X°.
Tesi: f'(x) >0 Vz e X° oppure f'(x) <0 Vre X°

Dimostrazione: Se per assurdo la tesi fosse falsa, cioe se la derivata prima f’ di f non avesse
segno costante su X, esisterebbero x1, 29 € X con x; < x9 tali che f'(z1)f'(z2) < 0, e allora
per il teorema precedente esisterebbe T €|xq, o[ tale che f'(Z) = 0 che ¢ contro I'ipotesi 4).{

Teorema 6.3.16 Siano X CR, X #0 ed [ : X — R tali che si abbia:
1. X intervallo

2. [ continua su X (cioé Yz, € X 3 lim f(z) = f(z.))

T—To

3. f derivabile su X° (cioé YV, € X3f'(x,)).
4. 3T € X° tale che f'(x) <0 Ve XN —o0,T[ ed f'(x) >0 Vre XN|T,+o0ol.
Tesi: T & punto di minimo assoluto (stretto) per f su X, cioe f(T) < f(x) Va e X\ {7}

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che la tesi sia falsa, e cioé supponiamo che 3z € X\ {7}
tale che f(z) < f(¥). Supponiamo poi che sia x < T, analogo ragionamento si puo fare se risulta
T > 7.

Allora per le ipotesi f soddisfa condizioni del teorema di Lagrange sull’intervallo [z, Z|, esiste
allora t € [z, 7] tale che f'(t) = w > 0, che & contro l'ipotesi 4).<

-z

Allo stesso modo del precedente, si puo provare il seguente risultato.

Teorema 6.3.17 Siano X CR, X # 0 ed f: X — R tali che si abbia:
1. X intervallo

2. f continua su X (cioe Vo, € X 3 lim f(x) = f(z,))

T—To
3. [ derivabile su X° (cioé Vx, € X3f'(x,)).
4. 3T € X° tale che f'(x) >0 Ve XN —o0,Z[ ed f'(x) <0 Vze XN|T,+ool.
Tesi: T & punto di massimo assoluto (stretto) per f su X, cioé f(ZT) > f(z) Ve e X\ {Z}.¢

Teorema 6.3.18 (di CAUCHY.) Siano a,b € R con a < b e siano f,g : [a,b] — R tale
che siano soddisfatte le sequenti condizioni:

1. f,g continue su [a,b] (cioé Vx, € [a,b] I lim f(z) = f(xs)ed 3T lim g(z) = g(z,)).

T—To T—To

2. f,g derivabili su ]a,b| (cioe Yz, €la,b] 3f'(x,) ed Ig'(z.)).
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3. Vx €]a,b] ¢ (z) #
f!

Tesi: 3T €)a,bl:

@ _ fO)-f(a)
g'(@ — gb)—g(a)”

Dimostrazione: Osservo anzitutto che dalle ipotesi fatte risulta g(b) — g(a) # 0. Infatti se
fosse g(b) — g(a) = 0, il teorema di Rolle applicato alla funzione g dice che 3% €]a, b tale che
¢'(T) = 0, che ¢ contro I'ipotesi 3).

Per verificare la tesi considero una funzione "ausiliaria” h : [a,b] — R definita dalla
relazione

h(x) = f(2)]g(b) — g(a)] = g(x)[f(0) — fa)] Va € [a,b].

Tale funzione verifica le ipotesi del teorema di Rolle, infatti € continua su [a, b] ed & derivabile
su |a, b[ perche ¢ ottenuta come combinazione lineare delle funzioni f e g, che verificano le
suddette ipotesi di regolarita, mediante i coefficienti g(b)—g(a) ed f(b)— f(a) (che evidentemente
non dipendono da x € [a, b]).

La derivata della funzione h, ottenibile dalle regole di derivazione, ¢ data dalla formula:

W (x) = f'(2)lg(b) — g(a)] — g'(x)[f(b) — f(a)] Vz €la,b].

Infine si verifica facilmente che &: h(a) = h(b)(= f(a)g(b)— f(b)g(a)). Allora, per il teorema
di Rolle, 3 €]a, b[: h'(z) = 0, cioe: f'(7)[g(b) — g(a)] — ¢'(T)[f(b) — f(a)] = 0 da cui segue la
tesi. &

E possibile collegare logicamente tra loro i tre teoremi fondamentali di Rolle, di Lagrange e
di Cauchy affermando, che a due a due, essi sono perfettamente equivalenti tra loro quando si
considerino nella classe delle funzioni continue su [a,b] (con a,b € R ed a < b) e derivabili su
la, b

Infatti il teorema di Rolle implica il teorema di Lagrange ed il teorema di Cauchy perche
questi ultimi sono stati provati utilizzando tale enunciato.

Brevemente possiamo scrivere R =—- L ed R = (.

Inoltre il teorema di Lagrange implica il teorema di Rolle perche il primo ha una ipotesi
in meno del secondo (infatti nulla si dice nel teorema di Lagrange sui valori f(a) ed f(b)) ed
inoltre se nel teorema di Lagrange si aggiunge 'informazione f(a) = f(b) non solo le ipotesi
coincidono con quelle di Rolle ma anche la tesi del teorema di Lagrange diventa la tesi del
teorema di Rolle. Possiamo allora scrivere L =— R.

Quindi si ha: R <= L.

Ancora il teorema di Cauchy implica il teorema di Lagrange perche se consideriamo la fun-
zione g(x) =z Vx € [a,b] le ipotesi e la tesi del teorema di Cauchy diventano rispettivamente
le ipotesi e la tesi del teorema di Lagrange.

Quindi si puo anche scrivere C' = L.

Infine si puo dire che il teorema di Cauchy implica il teorema di Rolle, cioe C' = R, perche
essendo C' = L ed L = R si puo utilizzare la proprieta transitiva della implicazione.

Si puo allora concludere che si ha R <= L, L <= C, e quindi R <= C.$

6.4 1 teoremi di L’HOSPITAL.

Le forme indeterminate sono state esaminate nel paragrafo relativo ai limiti notevoli. In
questo paragrafo considereremo la possibilita di riesaminare le forme indeterminate attraverso
alcuni risultati dati dai teoremi di L’HOSPITAL.
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Considereremo prima i risultati relativi alle forme indeterminate % e 2. Saranno considerate
poi le altre cinque forme indeterminate.

Teorema 6.4.1 (di L'HOSPITAL: prima versione per la forma indeterminata %.) Stano
a,b € R cona <b e siano f,g: [a,b] — R tali che:

1. f(b) = g(b) =0;
2. 3f'(b), 3g'(b) £ 0.
f/

3 0 SO
Tesi: Elxl_uf o(2) )

Dimostrazione: La tesi si ottiene facilmente osservando che Vz € [a, b[ si ha:

flx)  f)—f) OO

@) 9@ —gb) L oy

Passando al limite per z — b~ e tenendo conto delle ipotesi fatte di esistenza delle derivate
di f ediginxz =0 si ottiene la tesi.{

Teorema 6.4.2 (di HOSPITAL seconda versione per la forma indeterminata 3.) Siano
a,b € R cona <b e siano f,g: [a,b[— R tali che sia:

1. 3 lim f(z) =0, 3 lim g(x)=0
b~

z—b—
2. f e g derivabili su |a,b.
g () #£0 Vz € la,b].

4 31m L&) _
z—=b— g'(x)

Tesi: 3 lim Lx) =/.
e—b— g(x)

Dimostrazione: I) Supponiamo anzitutto b € R, e osserviamo che ¢ possibile per I'ipotesi 1),
prolungare con continuita le funzioni f e g in x = b ponendo f(b) = g(b) = 0.

Per avere la tesi basta tenere presente la definizione di limite. Sia allora J € Z({), per
'ipotesi 4) esiste § > 0 tale che Vt € [a, b[N]b — 0, b + 0] si g:gg e J.

Verifico che I =]b — 6,b+ d] va bene anche per la tesi. Infatti sia x € I N [a, b], allora per il
teorema di Cauchy applicato all’intervallo [z, b] esiste t(x) €|z, b[ tale che si abbia

fl@) _ flx) = f(b) _ f(t(x))
g(x)  g(x) —g(0)  g'(t())

e poiche t(z) € I NJa,b[ si ha , e cioe % = _f;((t( e J.

IT) Sia ora b = 4o00. Senza ledere la generahta del risultato, che riguarda comunque il
limite per x — 400, possiamo supporre a > 0. Se infatti fosse a < 0 potremmo considerare le
restrizioni h e k di f e di g rispettivamente all’intervallo [1, 4+o0].

Poiche ovviamente risulta
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lim @: li M

Tr—+00 g({]j) Tr—+00 k(ZE)

basta dimostrare il teorema per h e k che comunque continuano a verificare le analoghe
ipotesi di f e di g. Supposto allora a > 0, considero ¢ € R, ¢ > a e considero anche le funzioni

p,q:la,c[—R

definite rispettivamente dalle relazioni

) Yy €la,c] e qly) = g( ) Yy € [a,c[.

c—y c—Yy
Evidentemente le funzioni p e ¢ sono nella situazione I) dove ¢ stato supposto b € R. Inoltre

ovviamente Flimp(y) = 0 ed Jlimg(y) = 0, p e ¢ sono derivabili perche composte mediante
yHC yﬁC

funzioni derivabili ed, essendo ¢'(y) = ¢'(;%,) =57 © ¢'(y) # 0 Vy € [a, c[. Infine si ha:

(c—y)?
/ f’ e a_ /
Him ZY) i —(C;y)<cjf) ~gim L8y
e d(y)  voe g () e (@)

Allora per la parte I della dimostrazione risulta

Tim 29 o cios ahmf(j_y>
v=e q(y) y=e g(;%)

=/,

tornando ora alla variabile x e ponendo x = ﬁ si ha la tesi, cioe:

lim ﬁ =1.$

T—400 g(,j(,’)

Teorema 6.4.3 (di L’HOSPITAL per la forma indeterminata 2.) Siano a,b € R con
a <besiano f,g:[a,b]— R tali che sia:

1. 3 lim f(z) ¢R, 3 lim g(z) € R;
T—b— r—b—
2. f e g derivabili su |a,b|.

- f(x)
. 3 lim =/
s Hbe— g'(x)

Tesi: 3 lim Lx) =/.
e—b— g(x)

Dimostrazione: Osserviamo anzitutto che per l'ipotesi 1) e per il teorema della permanenza del
segno esiste un intorno I di b tale che Va € [a,b[N] si ha ¢'(z) # 0.
Supponiamo ¢ € R, il caso £ ¢ R ¢ lasciato al lettore. Per avere la tesi verifico che

f(x)

Ve>0 3T <b: Vzela,bN]z,b siha: €—€<ﬂ<€—|—€.
g(z
Per I'ipotesi 4) fissato @« > 0 37 € R, y < b tale che Vt € [a, b[N]7, b[ si ha:ﬁ—a<§:—8<
{+ a.
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Prendo ¥ tale che si abbia anche a < 7.
Se ora considero la funzione

@
Mt wmrmw

- ()
e ORI

()

possiamo affermare, essendo lim ¢ (z) = 1, che 32 € R Z < b tale che Vx € [a,b]N]Z, b[ si

z—b
ha: 1 —a<¢(z) <1+
Consideriamo ora a < 1.
Allora preso T = max{y,z}, si ha anche a < T < b, e inoltre Vt € [a,b[N]T,b] e Vz €
[a, b|N|Z, b[ vale la seguente relazione:
/')
(l—a)(l—a)< g/—(t)w(x) < (l+a)(1+ ).

Considerato poi t €], b[ tale che, per il teorema di Cauchy, si abbia anche

flz) = f(@) _ f'({)
g(x) —g(T) ')

risulta

f(x)
(—a)(l—a)< == < ({l+a)(l+a).
(f—a)(l—a) o) ((+a)(1+a)
Sia quindi € > 0, considero o > 0 tale che si abbia /—e < ({—a)(1—a) ed ({+a)(1+a) < l+a
e considero T € [a, b[ prima individuato.
Di conseguenza

Va € [a,b[N]T,b] siha €—6<M<€+5.<>

g9()

Osservazione 6.4.1 E opportuno notare che i teoremi di ’HOSPITAL sono solo condizion:
sufficienti. E possibile cioé che si verifichi la tesi senza che siano verifica le ipotesi (tutte o in
parte).

Si considerino infatti le seguenti funzioni f(z) = 2z + sinz e g(x) = 2z + cosz + 3; evi-
dentemente entrambe divergono positivamente per z — 400 e verificano anche le ipotesi 2) del
precedente teorema.

Inoltre essendo anche f/'(x) =2+ cosz e ¢'(x) = 2 — sinz, non ¢ verificata la terza ipotesi

) 2+ cosx
perche: A lim ————.
z—+o00 2 — Sin & ) _
Va pero notato che e vera la tesi del teorema, cioe:

. 2¢ +sinzx
4 lim —m8M =
z—+o0 20 4+ cosT + 3

Infatti dividendo numeratore e denominatore per x > 0 si ha:

2z +sinz 2-|—Si%
2x+cosx+3_2+%+§’

x

e siccome
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) . sinzx ) cosx _ 3 ) ) ) ) )
si ha lim =0, lim =0, e lim — = 0 si ottiene la tesi applicando ora il
r—+co I T—+o00 I T—+00 I

citerio del rapporto. <

Come si e osservato a suo tempo le forme indeterminate sono sette. Due sono relative al
rapporto e per tali forme esistono i teoremi di L’Hospital. Per le altre cinque forme non esistono
regole tipo L’Hospital. Si possono trasformare in modo che sia possibile far ricorso ai risultati
visti in questo paragrafo.

Per questo siano assegnati a,b € R con a < b e siano f, g : [a,b)[— R.

Osservazione 6.4.2 (La forma indeterminata dell’addizione.)

Per esaminare la forma indeterminata relativa all’addizione, per esempio +o0o — 0o, sup-
poniamo che si abbia:

3 lim f(z) =400 ed 3 lim g(z) = —oc0
r—b— x—b—
e che si debba determinare il:

3 lim (f(x) + g(x)).

r—b—

Se si vuole applicare il teorema relativo alla forma indeterminata 8 e sufficiente cosiderare,
per le x per cui si ha f(z) # 0 e g(x) # 0 la seguente relazione:

Lo, 1
(@) + gla) = T2,

1
f(z)g(x)

Analogo ragionamento se si ha la forma —oo + oo.
Osservazione 6.4.3 (La forma indeterminata della moltiplicazione.)

Per la forma indeterminata relativa alla moltiplicazione, ad esempio 0 - (+00), si supponga
di avere:

Jlim f(z) =0 ed 3 lim g(x)=+o0
r—b— r—b—
e che si debba determinare il:

3 lim (f(x) - g()).

z—b—

Se si vuole applicare il teorema relativo alla forma indeterminata % e sufficiente cosiderare,
per le x per cui si ha g(z) # 0 la seguente relazione:

Analogo ragionamento se si hanno le forme 0 - (—c0), (+00) - 0, (—00) - 0.

Osservazione 6.4.4 (La forma indeterminata della potenza.)
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Le forme indeterminate della potenza 17°°, 0° e (+00)° si ottengono nel caso si debba
determinare il limite di una funzione del tipo

[ ()],

In tal caso ci si puo ricondurre sostanzialmente alla forma indeterminata della moltipli-
cazione ricorrendo, per le z per cui si ha f(z) > 0, alla relazione

[f(:v)]g(x) — e9(@)log[f(@)]

6.5 La formula di TAYLOR.

Si vuole affrontare in questo paragrafo il problema dell’approssimazione di una funzione
mediante un polinomio che, come noto, sulla variabile utilizza solo le operazioni di addizione e
di moltiplicazione. Questo ¢ possibile nel caso in cui la funzione ammette le derivate di ordine
superiore fino ad n € N assegnato. Consideriamo ora alcuni risultati che consentono di ottenere
il risultato.

Definizione 6.5.1 (Il polinomio di Taylor.) Siano a,b € R cona <b e sia f : [a,b] — R.
Siano assegnati anche x, €la,b| ed n € N. Supponiamo che:

1. 3 f®(z) Vze€la,b e Vk=1,2,...,n—1
2. 3 f™(x,)

St chiama polinomio di Taylor di grado n e di punto iniziale o di f la funzione P, : R — R
definita Vx € R dalla relazione:

(x_$0)2+%(x_3;0)3+m+%(f;?(a:—:co)”1+%

f" (o)
2!

Pa(@) = f(o)+f(xo)(x—20)+
Si noti che per n = 1 il polinomio di Taylor di grado 1

Pi(e) = f(a.) + f(z)(x —2) VeeR

rappresenta la retta tangente al grafico di f nel punto di coordinate (z., f(x,)).
Se € n = 2 si ha il polinomio di Taylor di grado 2

f"(xo)

2

Poy(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x0) + (r—2,)> Vo eR

prende il nome di parabola tangente al grafico di f nel punto di coordinate (x, f(z,)).

Per n = 3 si dice che é definita la cubica tangente in (z., f(z,)) al grafico di f.

In generale, assegnato n € N, si dice che il polinomio di Taylor definisce la curva tangente
di ordine n al grafico di f nel punto di coordinate (x., f(x,)).

Il polinomio di Taylor verifica il seguente risultato.

Teorema 6.5.1 (di Taylor) Siano a,b € R con a <b e sia f: [a,b] — R. Siano assegnati
anche x, €la,b| ed n € N. Supponiamo che

1. 3 fO(x) Vz€la,b] e Vk=1,2,..,n—1

(z—0)"



Capitolo 6. La derivata

104
2.3 f"(x.)
Tesi: 3 lim M =0

T—To (CB — Io)"

Dimostrazione: Per avere la tesi occorre osservare il limite della tesi si presenta nella for-

ma indeterminata % se ci si limita a valutare separatamente il limite del numeratore e del

denominatore.
Se si ha n = 1 occorre osservare che l'ipotesi 1) del teorema non ha senso e che vale solo

I'ipotesi 2). Il limite da studiare si scrive allora nel modo seguente:

f(z) — Pi(x) f(@) = f(wo) = /(o) (w — w5)

xlglzgo (x — zo) - :rh%rgo (x — zo)
i [J I o) = ) - o) =0

La tesi segue dall’ipotesi di esistenza della derivata di f in x..

Sia ora n > 1.
In tal caso le ipotesi date consentono di applicare il secondo teorema di I’Hospital. la sua

applicazione fornisce lo studio del seguente limite:
"(z) — Pl (x
z—z0 N(T — x6)" 1

In tal caso pero la forma indeterminata non risulta eliminata. Occorre allora riapplicare lo
stesso teorema. Applicando lo stesso n — 1 volte si ottiene da studiare il limite seguente:

-\ () = Pl (@) 7M@) = fr (@) — f ) (@ — o)

! Y
ol nl(x — ) il nl(x — )
1 n—1 _ fn—1 o
— lim {f (:U) / (a: ) - fn(fto)} .
n! z—ao T — T,

Ovviamente si ha:

lim
T—To

perche l'ipotesi 2) prevede che esista la derivata di ordine n in z, di f.{
Il teorema appena provato consente, come accennato precedentemente, di definire la formula

di Taylor della funzione f di ordine n e di punto iniziale z..

|:fn—1(x) — f”_l(l‘o) . fft(xo)} — [f”(xo) — fn(xo)] =0

T — T

Definizione 6.5.2 (La formula di Taylor con resto nella forma di Peano.) Sianoa,b €
R cona <besia f:[a,b] — R. Siano assegnati anche x, €la,b| ed n € N. Supponiamo che:

1. 3 f®(z) Vr€la,b] e Vk=1,2,..,n—1

2. 3 f(x,)
Ponendo % = w(Zo, ) si ha lim w(xo, x) = 0 e quindi risulta f(x) = Py(x)+w(z,, x)(x—
© T—%o
xo)".

L’espressione R, (zo, 1) = w(xo,x)(x — )" si definisce il resto nella forma di Peano.
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L’espressione

f(x) = Pu(x) + Rp(o, 7)

prende il nome di formula di Taylor di ordine n della funzione f di punto iniziale x,.

Vale anche il seguente risultato che in qualche modo, insieme con il precedente, caratterizza
il polinomio di Taylor di una funzione e ne mette in evidenza l'unicita.

Teorema 6.5.2 (Unicita del polinomio di Taylor) Siano a,b € R con a < b e sia f :
[a,b] — R. Siano assegnati anche z, €|a,b| ed n € N. Supponiamo che

1. 3 f®(z) Veela,b] e Vk=1,2,..,n—1
2. 3 f™(x,)
3. Siano ao,aq,as, ...,an,_1,a, € R tali che, considerando il sequente polinomio:

Qn(7) = a0 + a17 + apz® + ... + ap_12" ' + apa”

st abbia
3 lim L@ = @@
T—To (IL' - $o)n
Tesi:
Qu(z) = Pu(z) Vo €R,
cioé si ha:
" (n—1) ()
Ao = f(CCo),al = f,(xo)a(I? = %’ o n—1 = %(1‘7;?)76171 - f n(!‘IO).

Dimostrazione: preliminarmente osservo che dalla ipotesi:

5 i £ F) ~ @nl)

T—To (J} — Io)”

=0
segue anche che:

I lim f(x) B Qn<x)

=0 Vk=0,1,2,...n—1.
Pagny (x—xo)k ydy 4y M

Considero il caso k = 0, si ha:
3 Jim (/(2) - Qul) =0

da essa segue 'uguaglianza: a, = f(2,).
Sostituisco al posto di a, il valore f(z,); tengo conto poi che si ha:

- i () = Qu(a)

oo (1 — @)

=0

Ottengo anche a; = f'(z,).
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Sostituisco ora f’(z,) al posto di a; e considero il limite seguente:

3 i 1) = Qule)

T—Zo (33 — 330)2

=0
Da esso segue che

f(a) = flae) = f'(wo) (@ = @o) — as(x — 2,)°

Elxlig:lo (x — x6)? =0.
Aggiungendo e sottraendo al numeratore della frazione il termine
f"(x)
o (7~ we)
e tenendo anche conto che, per il teorema precedente, risulta:
o f@) = flwe) = f(we) (@ = wo) — L (= o)
3 lim =0
T (x — x5)?
f"(@o)

si deduce che ay = —;
Ragionando in modo analogo si ottengono le altre uguaglianze. <»

E possibile definire un’altra formula di Taylor di punto iniziale x, di una funzione f. Quella
con il resto nella forma di Lagrange. Il risultato che ne consente la definizione ¢ il seguente:

Teorema 6.5.3 Sianoa,b € R cona < b e sia f : [a,b] — R. Siano assegnati anche x, €]a,b]
ed n € N. Supponiamo che

1. 3 f®(z) Vze€la,b] e Vhk=1,2,..,n—1
2.3 f"(x) Va €a,b]\ {z.}

Tesi: Yx € [a,b] JT intermedio tra x e T tale che

fl@) = flxe) + f'(wo)(x — wo) + fﬂéfc’) (@20 + L g) (@ = 20)° + .4
—{;_(f) ,) (& — o)™ + fif) (2= )" = Pys(a) + 2 T;f?) ( — x0)"

Dimostrazione: Sia x € [a,b] e supponiamo che si abbia anche z, < x. Per il caso = < x, il
ragionamento e simile.

La tesi si ottiene applicando ripetutamente il teorema di Cauchy alla funzione a(t) = f(t) —
P,_1(t) ed alla funzione 5(t) = (t — x,)" quando t varia nell'intervallo [z, z], tenendo conto
che si ha a(z,) =0 e p(z,) = 0.

Applicando una volta il suddetto teorema esiste t; €|x,, x| tale che:

f(@) = Poa(z)  f'(t1) — Pﬁ-1(t1).

(x—xo) nty —xo)"!

Adesso si riapplica il teorema di Cauchy sull’intervallo [z., ;] per le funzioni o/(t) e §'(t)
dopo aver osservato che per esse sono verificate le relative ipotesi ed aver osservato che si ha
o (x,) =0e f'(z,) =0.
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Si trova allora to €]x,,t;[ tale che si ha:

f(@) = Poa(z)  f'(t1) — P, _q(t) f'(ta) — Py _(t2)

(x—zo)" (L —xo)™ !t n(n—1)(ty —x,) 2

Si riapplica ora lo stesso teorema di Cauchy alle derivate seconde trovate sull’intervallo
[To,t2] € si trova t3 €|z, to].

Continuando il ragionamento fino alla derivata di ordine n si trova che Pyi)l (t) = 0 e che
esiste t, €|xo,t,_1[ tale che si ha:

f@) = Poa(x) () = Pr(t)

(x—2o)"  n(t; —x,) !

Fllts) = Po_y(ta) [0 () = PO (1)
n(n— D)ty —zo)2 n(ta1 — o) -
F™(t,) — PO (¢)

n!

Tenendo conto anche che si ha P,(ﬁ)l (t) = 0 risulta verificata la tesi se si considera T = t,,.
Si ha allora:

f@) = Poa(z) _ [™(@)

(x—zo)  nl

Osservazione 6.5.1 (La formula di Taylor della funzione f(x) = e®.)

Si consideri la funzione f(z) = e* Vz € R. Posto z, = 0 consideriamo la formula di Taylor
di ordine n con il resto nella forma di Peano e con il resto nella forma di Lagrange.

Per la funzione data si ha f®)(z) = ¢* Vo € R e Vk € N, quindisiha f®(0) =1 Vk e N.

Il polinomio di ordine n di punto iniziale 0 é:

$2 1.3 $4 ajnfl n
P, (x)=1 — -t ..t —+—
() = tet ottt +(n_1)!+n,

La formula di Taylor di ordine n con il resto nella forma di Peano si scrive nel modo seguente:

ZE2 $3 1'4 xn—l "
=1 — — 4+ ..+ —+ — + R,(0,
e’ +x—|—2'+3+4!+ +(n—1)!+n!+ (0, )
Lasciando inalterato n, la formula di Taylor di ordine n con il resto nella forma di Lagrange
si scrive nel modo seguente:
Ve € R 37 intermedio tra 0 ed z, cioe T €]z,0[ se si ha x < 0 oppure T €]0, z[ se si ha
0 < x, tale che:

2 x3 .T4 xn—l N

e =1+a+ 7+ + 5+t + =

3! (n—=1! n!

Ne segue che il polinomio approssimante la stessa funzione esponenziale ha grado n se si

considera la formula con il resto di Peano. Mentre nella formula con il resto nella forma di

Lagrange il polinomio approssnnante ha grado n — 1. In questo secondo caso il resto della
formula ¢ dato dalla espressione 7
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Osservazione 6.5.2 (La formula di Taylor della funzione f(x) = log(1 + z).)

Si consideri la funzione f(z) =log(l1+x) Vz > —1. Posto z, = 0 consideriamo la formula
di Taylor di ordine n con il resto nella forma di Peano e con il resto nella forma di Lagrange.

Per la funzione data si ha f®)(z) = % Ve > —1 e Vk € N, quindi si ha
f®0) = (~1)F(k—1)! VkeN.

Il polinomio di Taylor di punto iniziale 0 e di ordine n é:

33'2 $3 33'4 xn—l "

Pa) ez T T e
(r) =2 s T3 -7t +(—1) n—1+()n

La formula di Taylor di ordine n con il resto nella forma di Peano si scrive nel modo seguente:

.I'Q JIS [E4 n—1

x
log(1 —r——+ = -4 (-
og(l+z)==x st3 -7t +(—1) o

Lasciando inalterato n, la formula di Taylor di ordine n con il resto nella forma di Lagrange

si scrive nel modo seguente: Vo € R 37 intermedio tra 0 ed z, cioe T €]z,0[ se si ha 2 < 0

oppure T €]0, z[ se si ha 0 < z, tale che:

+(~1)" + Ry (0,2)

2 .73'3 33'4 . xn—l

log(l+a)=a— — 42 2 L L1
og(l+x)==x 2+3 4+ +(-1) —

Ne segue che il polinomio approssimante la stessa funzione esponenziale ha grado n se si
considera la formula con il resto di Peano. Mentre nella formula con il resto nella forma di
Lagrange il polinomio approssimante ha grado n — 1. In questo secondo caso il resto della f

f'I’L
—1)"—.
(-

Osservazione 6.5.3 (La formula di Taylor della funzione f(x)=sinz.)

Si consideri la funzione f(z) = sinx Vz € R. Posto x, = 0 consideriamo la formula di
Taylor di ordine n con il resto nella forma di Peano.
Per la funzione data si ha:

fE= () = cosz, fHD(z)=—sing, [fH*V(x)=—cosz, fU¥z)=sinz VkeN
quindi si ha:

fEP0) =1, fHP0) =0, fHD0)=-1, fH0)=0 VkeN
Il polinomio di Taylor di ordine 2n + 3 di punto iniziale 0 é:
O I B 2+ 2243
Py, R L e Ry (R [ L D R r———
i) =@ = gr b g — o e U g DT g
La formula di Taylor di ordine 2n 4 3 con il resto nella forma di Peano si scrive nel modo
seguente:

$3 1.5 x7 x2n+1

sinxzx—§+a—ﬁ—l—...+(—1)

x2n+3

T g

m + Ranp3(0, 7).

Si vede che lo sviluppo del polinomio di Taylor contiene soltanto potenze con esponente
dispari.
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Cio e conseguenza del fatto che la funzione data ¢ dispari; cioe vale la seguente relazione
sin(—z) = —sinz Vo € R.

Osservazione 6.5.4 (La formula di Taylor della funzione f(x) = cosz.)

Si consideri la funzione f(x) = cosz Va € R. Posto 2, = 0 consideriamo la formula di
Taylor di ordine n con il resto nella forma di Peano.
Per la funzione data si ha

fE=3(g) = —sinz, fO*D(z) = —cosz, [ V(z)=sinz, [ (z)=cosz VkeN.
quindi si ha

D) =0, fH0) = -1, fU0) =0, fU90)=1 VkeN
Il polinomio di Taylor di ordine 2n + 2 di punto iniziale 0 é:

IL‘2 .174 1'6 x2n :L‘2n+2

Poia(z) = 1= 2 42 Tty
on+2(2) gt e T T et YT g

La formula di Taylor di ordine 2n 4 2 con il resto nella forma di Peano si scrive nel modo
seguente:

2 4 6 2n 2n+-2

T T xz Xz xz
cosr=1— — + == — 4+ ...+ (_1)71 + (—].)TH_IM + R2n+2(0,ﬂ7>.

21 41 6!

Si vede che lo sviluppo del polinomio di Taylor contiene soltanto potenze con esponente
pari.

Cio e conseguenza del fatto che la funzione data e pari; cioe vale la seguente relazione
cos(—z) =cosxz Vr eR.

6.6 Derivabilita e convessita-concavita.

La nozione di funzione convessa e di funzione concava e stata gia considerata in un capitolo
precedente. In questo paragrafo vogliamo riprendere le definizioni e fornire i legami con le
derivate.

Definizione 6.6.1 Sia X un intervallo e sia f: X — R.

Vo, 29 € X conxy < a9 eVt €[0,1] &

[ ¢ convessa su X <> gey fltro+ (1 —t)xy) < tf(xe) + (1 —1)f(xy).

Vay, 29 € X con xy < x9 eVt €]0,1] &
f € strettamente convessa su X <= gey
fltee + (1 —t)zy) < tf(xa) + (1 —1)f(x1).
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Vay, 20 € X conxy <z9 eVt €[0,1] &

f ¢ concava su X <=>qe; Fltz + (1= t)ay) > tf(2s) + (1= 1) f(z1).

Vg, 29 € X con xy < o eVt €]0,1] &
f € strettamente concava su X =gy
ftzo + (1 —t)z1) > tf(22) + (1 — 1) f(21).

Si vede che le definizioni date non presuppongono per f ne la continuita ne la derivabilita.
Di seguito consideriamo alcuni risultati che coinvolgono queste ultime proprieta.

Teorema 6.6.1 Sia X un intervallo e sia f: X — R.

Tesi:
Vo, € X° 3f (x1), Ifl(z1), con f/ (1) < fl(z1) e
I e convessa su X <= < f(y) > f(x1)(y—z1) + f(x1) Yy <y

fy) > fi(x)(y —21) + f(21) Yy >m

Dimostrazione: Sia f & convessa su X, considerato x; € X°, verifico che 3f’ (z1), 3f\ (1) e
che si ha f’ (x1) < f(21).
Per avere la tesi occorre notare che la funzione rapporto incrementale relativa ad x:

r—X

F, - X\{z;} - R Fxl(x):MVmeX\{ml}

e crescente rispetto ad x € X \ {z1}.
Di conseguenza, per il teorema di esistenza del limite per le funzioni monotone, f e derivabile
da sinistra in x; cioe

3 lim o) = fa) :sup{M:xeX,m<x1} = f'(z1).

=T r— I r— I
Inoltre f e derivabile anche da destra in x; e si ha

3 i L) = @) :jnf{M

r — I

cx e X,z > xl} = fi(x).

x—mzir €Tr— T
Infine essendo anche

fu) — f(x1) f(v) = f(x1)

U — T v — I

Vu,v € X con u<zi <0

si ottiene:
fL(r) < fi ().

Dimostriamo ora le disuguaglianze. Per questo sia y € X con y < ;. Assegnato poi
u €ly, x1[, e utilizzando la crescenza del rapporto incrementale in z; si ha
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1) = fla) o fw) = fla)

Y — T u— r]

passando poi al limite u — z si ottiene la relazione:

fy) — f(x1)

y—x

< f/_($1)
da cui si ha

fly) = f@n) + () (y — =)

L’altra disuguaglianza di dimostra in modo analogo.

Viceversa per verificare che f & convessa su X siano assegnati x1,xo € X con 1 < x5 e,
assegnato anche A € [0, 1], considero t = (1 — Az + Azo.

Per ipotesi si ha

flx) = L) (w1 =) + f(t) ed f(z2) = fi(t) (w2 — 1) + f(1).

Moltiplicando la prima disuguaglianza per 1 — A, la seconda per A e sommando membro a
membro si ha:

(1= A)f(21) + Af(z2) >

Q=N ft) (1 —t) + (X =N f(t) + AfL(t)(ze—t) + Nf(t) =

(1 - A)fi(t)(xl - (1 - )\)Il - )\96‘2) + (1 - )\)f(t> + Afjr(t)(xz - (1 - >\)$1 - /\Iz) + )\f(t) =
AL =N (fL(t) = L)) (x2 —21) = f(t) = f((1 = N)a1 + Az2).O

Vale ’analogo enunciato per le funzioni concave.
Teorema 6.6.2 Sia X un intervallo e sia f: X — R.

Tesi:
Vo, € X° 3f (x1), If(x1), con f/(x1) > fl(z1) e
[ & concava su X <= ¢ f(y) < fL(v1)(y — 1) + fla1) Yy <a

fy) < fil@)(y —a1) + fla) Vy>x
Dimostrazione: Basta osservare che se f é concava allora —f € convessa. Quindi per — f
vale il teorema precedente.<$>

Teorema 6.6.3 Sia X un intervallo e sia f: X — R convessa.
Tesi:

1. Vx, € X° f ¢ continua in x,, cioe f e continua su X°;

2. V1,80 € X° con w1 <xy siha f (1) < fl(x2)
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Dimostrazione:

La proprieta 1) ¢ conseguenza dell’esistenza delle derivate sinistra e destra.

Per dimostrare la seconda proprieta siano assegnati x,xo € X° con x; < xy. Considerato
anche u,v €|xy, z5] con u < v; per la monotonia del rapporto incrementale si ha:

f) = fla) _ f) = flan) _ fla) = flo) o flee) = fo) _ flv) = fae)

U — T - UV — I1 T — v - Tog — U UV — Ty

Determinando ora i limiti

lim fu) — f(xl>’ lim fv) = f(z2)
u—a} uU— I vy R 5]

si ha la tesi.

Cioe si ha

fi(zr) < fl(z2).$

In modo analogo a quello appena dimostrato si dimostra il seguente risultato.

Teorema 6.6.4 Sia X un intervallo e sia f: X — R concava.
Tesi:
1. Vx, € X° f e continua in x,, cioe f e continua su X°;

2. Vri, 29 € X° con 1 <xy siha fi(x1)> f(x2)

Si possono considerare ora altre caratterizzazioni che fanno uso di ulteriori ipotesi di rego-
larita della funzione f.

Teorema 6.6.5 Sia X un intervallo e sia f: X — R tale che Vx € X° 3 f'(z).
Tesi:
(f & convessa su X) < (Vr; € X°f(y) > f'(x1)(y — x1) + f(z1) Yy € X)

(f € concava su X) <= (Vo € X°f(y) < f'(x1)(y — z1) + f(z1) Vy € X)
Dimostrazione: la tesi si ottiene dalle caratterizzazioni precedenti.

Teorema 6.6.6 Sia X un intervallo e sia f : X — R tale che Vo € X° 3 f'(x).
Tesi:
(f é convessa su X) <= (Vxy,x9 € X° con x1 < 9 si ha f'(z1) < f'(x3))

(f € concava su X) <= (V1,29 € X° con x1 < g si ha f'(x1) > f'(x3))

Dimostrazione: Nella prima equivalenza logica 'implicazione da destra a sinistra ¢ conseguenza
dell’esistenza della derivata prima di f e del teorema (5.6.4).

Per dimostrare il viceversa considero =1,y € X° con z; < y. Per il teorema di Lagrange
applicato ad f sull’intervallo [z, y] esiste t €]z, y[ tale che si abbia: f(y) = f(z1)+f'(¢)(y—x1),
tenendo conto che si ha f'(t) > f'(x;) si ottiene la disuguaglianza cercata:

fy) = flz1) + (@) (y — 21).

Analogo ragionamento si fa se risulta x; > y.
La verifica dell’altra equivalenza logica e simile.
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Teorema 6.6.7 Sia X un intervallo e sia f : X — R tale che Vo € X° 3 f'(x) ed 3f"(z).
Tesu:
(f € convessa su X) <= (Ve e X° f"(z)>0)

(f € concava su X) <= (Ve e X° ["(z)<0)

Dimostrazione: la tesi si ottiene osservando ad esempio che la crescenza della derivata prima e
equivalente alla non negativita della derivata seconda. <



CAPITOLO 7

I’ INTEGRALE DI RIEMANN.

In questo capitolo si vuole esporre la definizione di integrale di una funzione reale di una vari-
abile reale f secondo Riemann ed alcune sue proprietda fondamentali. Si vuole anche considerare
la nozione e qualche relativa proprietd dell’integrale in senso improprio secondo Riemann.

7.1 Definizione dell’integrale di Riemann

La funzione f di cui si vuole definire 'integrale deve verificare alcune condizione preliminari
senza le quali la procedura di definizione non si pué dare.

Le condizioni di cui si parla sono due e sono le seguenti: 'insieme su cui f é definita é un
intervallo chiuso e limitato ed f stessa deve essere limitata. Quindi:

I) assegnati a,b € R con a < b si consideri I'intervallo chiuso e limitato [a, b]

IT) sia f : [a,b] — R una funzione limitata, cioé tale che:

dm, M € R tale che si abbia m < f(z) < M Vzx € [a,b].

Si indicherd con il simbolo L*([a,b]) I'insieme di tutte le funzioni reali definite su [a, b]
e limitate. Quindi I'integrale di Riemann si definisce per le funzioni f che appartengono alla
classe L>([a, b]). Se f non appartiene a tale insieme non é definito I'integrale. Per alcuni casi di
funzioni che non hanno questa proprieta verra presentata successivamente in questo capitolo la
nozione di integrale improprio, che come dice la stessa denominazione, non sempre rappresenta
un integrale.

Per ottenere la definizione di integrale di Riemann di f su [a, b] occorre considerare alcune
nozioni preliminari.

Definizione 7.1.1 (Partizione finita) Assegnato n € N, una partizione finita di [a,b] € un
insieme finito di punti p = {x.,x1, s, ...,T,} che soddisfano le condizioni sequenti: a = x, <
T < Tog<..<x,=n>0.

Sard utile anche notare che per n = 1 si ottiene la partizione p, = {z., 21} con a = z, ed
b = x4, essa é denominata partizione banale di [a, b] é sard particolarmente utile nel seguito.

Si indichera con P([a,b]) I'insieme di tutte le partizioni finite dell'intervallo [a, b]. Per tale
insieme vale la seguente proprieta.

Definizione 7.1.2 (Somma integrale) Assegnata una partizione finita p = {xo, 1, o, ..., Tp }

di [a, b] si considerino, per ognij = 1,2, ...,n, i valorim; = inf f([z;_1, x;]) ed M; = sup f([z;_1, xj].
St definisce somma integrale inferiore di f rispetto alla partizione p assegnata il valore:

s(f,p) = ij(l’j —Tj-1).

114



7.1. Definizione dell’integrale di Riemann 115

St definisce somma integrale superiore di f rispetto alla partizione p assegnata il valore:

S(f,p) = ZMJ‘(%‘ —Tj1).

Osservazione 7.1.1 Per ogni j, si ha: m; € R ed M; € R.

Infatti poiché f é limitata si ha: —oo < inf f([a,b]) e sup f([a,b]) < +o0; inoltre, essendo
[zj_1,2;] C [a,b], si ha anche: inf f([a,b]) <inf f([z,;_1,2;]) = m; ed M; = sup f([z;_1,7;]) <
sup f([a, b]).

Quindi, Vj = 1,2,...,n, si ha: —oo < inf f([a,b]) < m; < M; <sup f([a,b]) < +o0.

Di conseguenza per ogni partizione p di f i valori s(f,p) ed S(f,p) sono numeri reali.{

Per le somme integrali inferiori e superiori valgono i seguenti due risultati, il primo di
monotonia ed il secondo di separazione.

Teorema 7.1.1 Per ognip,q € P([a,b]), conp C q, siha: s(f,p) < s(f,q) ed S(f,q) < S(f,p)

Dimostrazione: Essendo p e ¢ due insiemi finiti di punti é sufficiente dimostrare la tesi nel
caso in cui si passa dalla partizione p alla partizione ¢ aggiungendo un solo punto diverso da
quelli appartenenti a p.

Cioé considerata una partizione p = {x,, T1, Ta, ..., Ty} CON a = To < X1 < Tg < ... < T, = b,
preso t € [a,b], si abbia anche, per qualche j, =1,2,...,n, z;,1 <t <z, eq=pU{t}.

In tal caso si ha:

my, = inf f([2j, 1, 25.]) <inf f([zj0,0]) ed my, =inf f(lzj, 1, 25.]) < inf f([t 25]).

Pertanto si ha:

n jo_]- n
s(fip) = my(ay —x5o0) = Y mylay — wjo0) +my (g, —xjo0) + > my(n; —x50) =
Jj=1 Jj=1 J=Jo+1
Jo—1 n
D omylws —x0) +my (¢ —xj) Fmy (g, =)+ Y myla;—x5) <
j_l j:jo+1

i mj(x; — xj-1) +inf f([zj, -1, t])(t — 2j,-1) +inf f([t,25,]) (25, — )+

n

7 myla; —xim) = s(fp Ut = s(f,q).

J=Jjo+1

Considerando invece la somma integrale superiore si ha:

sup f([zj,-1,t]) <sup f([zj,—1,75,]) = M;, e sup f([t,z;]) <sup f([z),-1,75]) = M;
Pertanto si ha:

jo—1

S(fp) =Y Mj(wj—wja) =Y Mj(w; —xj) + My, (2, — o)+ Y Ml —wj) =
j=1

j=1 j:jo+1
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OX:M I] 1)+M ( J?jo_1)+M :L‘JO Z M ZL’] 1) >
J=Jo+1
ZMJ —xj-1) +sup f([zj,—1, t])(t — zj—1) +sup f([t, 25.]) (25, — 1)+

Z Mj(a; — ;1) = S(f,pU{t}) = S(f,q).

—]o+]-

Nel caso in cui tra le due partizioni assegnate p e ¢, con p C ¢, esistono h punti ¢y, ts, ..., ty
con t, # ts per r # s, cont, ¢ p Vr = 1,2 ... h e con pU {t,1ls,....,t4} = ¢, posto p, =
pU{ti, to,....t,} Vr=1,2... h,siha

8<f7p) < S(fvpl) < S(fva) < "'S<f7ph) < S(f7 q)
ed

Teorema 7.1.2 Per ogni p,q € P([a,b]) si ha: s(f,p) < S(f,q).

Dimostrazione: La tesi é banalmente vera se si ha p = ¢ = {x,,21,72,...,x,} con a =
To < 21 < Ty < ... < x, = b. Infatti in tal caso, Vj = 1,2,...,n, si ha m; < M;, e quindi ¢é
mj(x; —xj_1) < M;(x; —x;_1). Sommando sull'indice j da 1 ad n si ha:

Zm] i~ 1) <ZM z; —xj-1) = S(f,p).

Fissate invece due qualunque partizioni p e ¢ si consideri anche p U ¢ che é una partizione
di [a,b]. In tal caso si ha:

s(f,p) <s(fipuq) ed S(fipuq) <S(f,q)
cioé la tesi:
s(f.p) <S(f,q9).0

A questo punto restano individuati due insiemi numerici: quello delle somme integrali infe-
riori e quello delle somme integrali superiori. Indicato con A il primo e con B il secondo; posto,
cioé, A = {s(f,p) : p € P([a,b])} e B={S(f,q): ¢ € P(|a,b])} il teorema appena dimostrato
dice che gli insiemi numerici A e B sono separati. Questa proprietd consente di dare la seguente
definizione.

Definizione 7.1.3 (Integrale inferiore e Integrale superiore) Si definisce integrale infe-
riore di f su |a,b] il valore:

Iy =sup A =sup{s(f,p) e R:pecP(a,b])}

si definisce invece integrale superiore di f su |a,b] il valore:

L=infB=1inf{S(f,q) e R:q e P([a,b])}.
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Evidentemente dal teorema sulla separazione di A e B si deduce la disuguaglianza I, < I.
E possibile ora dare la definizione di integrale di Riemann.

Definizione 7.1.4 (Integrale di Riemann) Siano assegnati a,b € R con a < b e sia asseg-
nata una funzione f : [a,b] — R limitata, cioé f € L>([a,b]).

(f € integrabile su [a,b]) <=qgef ( L =1 ).

Se f ¢ integrabile, il numero reale individuato dalla precedente uguaglianza definisce I'inte-
grale di f su [a,b] e si pone:

b
/ f(l‘)dl’ =def ]1 = ]2.

Nel seguito sard denotato con R([a,b]) 'insieme delle funzioni limitate ed integrabili sul-
I'intervallo [a,b]. Di conseguenza per dire che una funzione f limitata é anche integrabile si
scriverd f € R([a,b]). Ne segue anche, utilizzando la terminologia insiemistica, che si ha:
R([a, b]) € L>=([a, b]).

E possibile verificare immediatamente, utilizzando la definizione, che D'insieme R([a, b]) non
é vuoto, cioé R([a,b]) # 0, facendo vedere ad esempio che se f é una funzione costante allora
¢ anche integrabile e che il suo integrale su [a, b] é facilmente determinabile. Inoltre é possibile
anche verificare che non tutte le funzioni limitate su [a, b] sono anche integrabili, cioé, detto in
termini insiemistici, che R([a,b]) # L>([a,b]) e che quindi 'inclusione di R([a, b]) in L>([a, b])
é propria.

Quanto appena detto si trova discusso nelle seguenti due osservazioni.

Osservazione 7.1.2 Siano assegnati a,b € R con a < b e sia [ : [a,b] — R definita dalla
relazione f(x) =k Vx € [a,b]. Tale funzione € integrabile su [a,b] e si ha fabf(ac)da: =k(b—a).

Per avere la tesi basta osservare che se p = {0, x1,T9, ..., T} cOn a =T, < 11 < Ty < ... <
x, = b é una qualunque partizione di [a,b] si ha: Vj =1,2,....n m; = M; = k e quindi

n

s(f,p) = ij(ﬂfj —ri) = Zk(ﬂfj —Tj) =

kz (xj—xj1) =k(t1 —x0+ 20— 21+ . + 25 — Ty1) = k(b—a).
=1

Allo stesso modo si prova che S(f,p) = k(b — a). Cioé la tesi.{

Osservazione 7.1.3 Siano assegnati a,b € R con a < b e sia f : [a,b] — R definita dalla
relazione

1 se z€la,b]NQ
f(z) = :
0 se z€labl\Q

Tale funzione € nota come funzione di DIRICHELET relativa all’intervallo [a,b]. Ovvia-
mente € limitata, cioé f € L>®([a,b]). Tale funzione, perd, non € integrabile secondo Riemann
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su [a,b], cioé f & R([a,b]). Si noti infine che tale funzione non ha limite in nessun punto di
[a,b] e quindi non é continua e che ogni punto razionale € di massimo e ogni punto irrazionale
€ di minimo per f.

Per verificare che f ¢ limitata si noti che risulta 0 < f(z) <1 Va € [a,b]. Per verificare
invece che non é integrabile si consideri una qualunque partizione p = {z., z1,xs, ..., T, } con
a=2,<x; <Ty<..<xzy,=>dila,b.

Si ha:

Vi=1,2,...,n m; =0 ed M;=1
quindi

n

s(f,p) = ij(xj —xj1) = 0(x; —x;1) =0.

j=1

Invece per la somma integrale superiore si ha:

n n

S(f,p) = Z Mj(.ﬁl?j — [L'jfl) = Z 1(33] — $]’,1) = Z ([L’j — l’jfl) = $1—$0+$2—$1+...+$n—$n,1 = b—a.
j=1

Jj=1 Jj=1

Poiché la partizione assegnata é arbitraria si pué dire che A = {0} e che B = {b — a}, cioé
che ciascuno dei due insiemi ha un solo elemento; quindi I; =sup A =0ed L, =inf B=b — a,
cioé I; =0 < b—a = L. Pertanto f non é integrabile pur essendo limitata.{

Utilizzando le proprieta dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore é possibile dare la
seguente caratterizzazione:

Teorema 7.1.3 Assegnati a,b € R con a < b sia f: [a,b] — R limitata.
f€R(a, b)) < (Ve >0 3FpeP(a,b]) tale che S(f,p)—s(f,p) <e).

Dimostrazione: Dimostro I'implicazione da destra a sinistra. Sia f integrabile e sia assegnato
e > 0. Per le proprieta caratteristiche dell’estremo inferiore e superiore, esistono p; e ps
partizioni di [a, b] tale che si abbia:

£ €
-71—5 <s(f,p)<h e L<S(f,p2) §]2+§'

Considerando ora la partizione p = p; U ps si ha:

h—5 < s(fp) < s(£.p) < S(£.p) < S(fp2) S b+ 5

e, tenendo presente che per ipotesi si ha I} = I e semplificando, risulta anche:

—5 <s(£p) S S(Fp) <

Da tale disuguaglianza si deduce la tesi, cioé:

DO ™

0<S(fp) = s(fip) < 5 — (=5) ==
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Viceversa, per verificare che f é integrabile, cioé che si ha: I} = I, si pud ragionare per
assurdo e supporre che si abbia [; < I. In tal caso, considerando € = %, per l'ipotesi esiste
p tale che si abbia S(f,p) — s(f,p) <& = %

Ma poiché risulta anche s(f,p) < I; ed I, < S(f,p) si ha anche:

L —1
3

]2 - [1 < S(fvz_)) - 8(f71_7) <
cioé:

L -1

L -1 < 3

che ovviamente non é vero.
Poiché la contraddizione si ottiene supponendo I; < I, deve allora essere I} = I, cioé f é
integrabile sull’intervallo [a, b].$

7.2 Alcune condizioni sufficienti di integrabilita.

In questo paragrafo si considerano alcune condizioni sufficienti perché una funzione reale e
limitata f e definita su [a, b] sia anche integrabile sull’intervallo [a, b].

Alcune di tali condizioni sufficienti saranno lette anche in termini insiemistici; in tal modo
sard possibile verificare che R([a,b]) ha alcuni sottoinsiemi di funzioni gid studiati in altri
contesti.

Considero il seguente risultato.

Teorema 7.2.1 Siano assegnati a,b € R cona < b e sia assegnata una funzione f : [a,b] — R
continua. Cio€ sia f € C([a,b]).
Tesi: f € integrabile su [a,b]. Cioé: f € R([a,]).

Dimostrazione: Anzitutto occorre osservare che essendo f continua sull’intervallo chiuso
e limitato [a,b], per il teorema di Weierstrass, esistono u,v € |[a,b] tale che f(u) < f(x) <
f(@) Vz € [a,b]. Quindi essa é anche limitata, cioé f € L*>([a,b]), pertanto ci si pué porre il
problema della sua integrabilita.

Per verificare che f é integrabile utilizzo la caratterizzazione dell’integrabilita. Sia allora
assegnato € > 0. Poiché, per il teorema di Heine-Cantor, f é anche uniformemente continua
sull'intervallo [a, b], in corrispondenza della quantitd ;= esiste § > 0 tale che Yu,v € [a, b] se si
ha |u — v| < ¢ allora si ha anche | f(u) — f(v)| < ;=.

Considerato oran € IN tale che si abbia b%"“ < 0, prendo la partizione p = {x,, 1, T2, ..., T }
dell'intervallo [a,b] definita da: z, = a, 1 = a + b%", Ty = a + 21’%‘1, T3 = a+ 317_7“, s
T = a+ ﬁb%“ =b.

A ciascuno degli intervalli [x;_y, z;], per j = 1,2,3, ..., 7, applico il teorema di Weierstrass
e trovo uj, v; € [z;_1,x;] tale che si abbia f(u;) < f(x) < f(v;) Vo € [x;_1,x;]. In particolare
si noti che per i due punti rispettivamente di minimo e di massimo u; e v; di f su [x;_1,z;] si
ha: [v; — u;| < 6, quindi si ha anche: f(v;) — f(u;) = |f(v;) — f(u;)] < 3=

In corrispondenza di tale partizione p considero le somme integrali inferiore e superiore.
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Osservato allora che Vj = 1,2, ..., 7 risulta m; = f(u;) ed M; = f(v;) le somme integrali
inferiore e superiore si scrivono rispettivamente nella forma:

n

s(fD) =D flu)(wy —x;-0) ed S(£,D) =D flu)(x; —w;1).

j=1 j=1

Pertanto si ha:

S(f.p)—s(f.p) = Z (f(v) = flu))(aj — wjm0) <D 5 i —(j — i) = 5 f - Z (7 — xj1) =

Nel teorema appena concluso in realta é stato dimostrato che vale la seguente inclusione
C([a,b]) € R([a,b]). In effetti I'inclusione é propria, cioé ci sono funzioni integrabili che non
sono continue come si vede dai seguenti risultati.

Teorema 7.2.2 Siano assegnati a,b € R con a < b e sia assegnata una funzione f : [a,b] — R
limitata.

Siam € IN e siano anche assegnati m punti ti,ts, ..., t,, tale che f sia continua sull’insieme
[a,b] \ {t1,t2,....tm}. Cioé sia f € C([a,b] \ {t1,ta, ...t }).

Tesi: f € integrabile su [a,b]. Cioé: f € R([a,b]).

Teorema 7.2.3 Siano assegnati a,b € R con a < b e sia assegnata una funzione f : [a,b] — R
limitata ed integrabile; siano inoltre m, M € R con m < M e tale che sia f([a,b]) C [m, M].
Sia g : [m, M] — R continua.
Tesi: go f € integrabile su [a,b]. Cioé: go f € R(|a,b]).

Dimostrazione: Per avere la tesi utilizzo la caratterizzazione sull’integrabilita. Sia ¢ > 0,
poiché g é anche uniformemente continua, esiste o > 0, che si pud supporre essere anche § < ¢,
tale che Vs, t € [m, M] se si ha |s — t| < § allora si ha anche |g(s) — g(t)| < e.

Poiché f é integrabile su [a, b], esiste p = {z,, x1, 29, ..., 2,} € P([a,b]) con a =z, < 11 <
Ty < ... <z, = b tale che, posto m; = inf f([z;_1,;]) ed M; = sup f([x;_1,;]), si abbia

n

(f p — 513'];1) < (52.

7=1

A partire dalla partizione p trovata considero anche, Vj = 1,2, ..., n,

m; = inf(go f)([zj_1,2;]) ed M; =sup(go f)([zj-1,x,]).

Inoltre considero J; = {j : M; —m; < 0} ed anche Jo = {j : M; —m; > §}.

Per ogni intero j € J; vale la dlsuguaghanza M; —m; < e, 1nfatt1 si ha f([zj_1,2;]) C
[m;, M;], e se u; € [mj, M;] e v; € [my, M;] sono rispettivamente il punto di minimo e di
massimo di g su [m;, M;| essendo anche g uniformemente continua, si ha anche:

M —m; <g(v;) = g(u;)| <e.
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Esiste comunque, essendo g anche limitata perché continua su [m, M], k € R tale che per
ogni intero j € J, si abbiano le disuguaglianze |m;| < k e |MJ| <k.
In tali condizioni si ha:

S(go f,p) —slgo f.p) =Y (M; —m;)(x; — xj-1) =

j=1

> (M=) — i) + Y (M =) (2 — 2j-1) <
NS JEJ2

Ze( —:cjl—l—ZQk’ —Zj_1)

je€J1 JEJ2

g Z ZE] 1 + 2k~ Z 5 .Tj 1
jeq JGJQ
2k
eb—a)+ 5 ) (Mj—my)(z; —wj1) =
jEJ2

a(b—a)—l—%(ﬁzs(b—a)—|—2k(5ge(b—a)+2k5:€(b—a+2k;).<>

Dal teorema appena dimostrato si deduce che se f é una funzione limitata ed integrabile su
un intervallo [a, b] allora, ad esempio, anche le funzioni |f|, f* sono integrabili.

Teorema 7.2.4 Siano assegnatia,b € R con a < b e sia assegnata una funzione f : [a,b] — R

monotona.
Tesi: f € integrabile su [a,b]. Cioé: f € R([a,b]).

Dimostrazione: Poiché f é monotona su [a, b] allora se é crescente si ha anche f(a) < f(z) <
f(b) Vz € [a,b] se invece é decrescente allora si ha f(a) > f(z) > f(b) Vx € [a,b]. In ogni
caso f ¢é limitata e quindi ha senso verificare se é integrabile.

Il caso f(a) = f(b), essendo f monotona, implica che f é costante; una tale funzione é stato
gia dimostrato essere integrabile.

Sia f crescente e sia anche f(a) < f(b). Per dimostrare che f é integrabile utilizzo la
caratterizzazione. Sia allora assegnato € > 0.

Considerato ora m € IN tale che si abbia b%‘l < m, prendo la partizione p =
{0, 1,29, ..., x5z} dell'intervallo [a,b] definita da: z, = a, x;1 = a + b%a, To = a+ 2%,
T3 =a-+ Sb%“, vy Ty =@ —l—ﬁb,“ b.

= b—a i =
2 (o) =) 757 < 0 Sles) = P g5y =
e Do ) — F(aya)) = ) — S+



122 Capitolo 7. L’Integrale di RIEMANN.

f@e) = flw) + o+ flam) = fana) = 05— (f(0) = fla) =0

Come nel caso delle funzioni continue anche per le funzioni monotone si pué dare una lettura
di carattere insiemistico. Indicando con M([a, b]) I'insieme delle funzioni reali e monotone def-
inite su [a, b], nel teorema appena dimostrato si dice che vale I'inclusione M([a, b]) C R([a, b]).
Naturalmente anche questa inclusione é propria.

La classe R([a,b]) verifica anche altre proprietd. Alcune di esse sono esposte nei risultati
seguenti.

Teorema 7.2.5 (della media integrale) Siano assegnati a,b € R con a < b e sia assegnata
anche f : [a,b] — R limitata.
Tesi:

1. (b—a)inf f([a,b]) < L < L < (b—a)sup f([a,b]);
2. feR(a,b]) = (b= a)inf f(la,}]) < [} f(x)dx < (b— a)sup f([a,b]);
3. feC(ab) = Fz€lab] (b—a)f@ = [ f(z)de

Dimostrazione: 1) Per verificare le disuguaglianze scritte basta osservare che considerando
la partizione banale p, = {z,,z1} con a = z, ed b = 1, per le relative somme integrali inferiore
e superiore si ha:

So<f7po) = (b_ a) lnff([a7b]) ed So(fapo) - (b - a) sup f([(Z?b])

Quindi, per definizione di integrale inferiore e superiore, si ha la tesi; cioé si ha:

(b —a)inf f([a,b]) < L < I, < (b—a)sup f([a,b]).

2) La proprietd é una banale conseguenza della 1) nel caso che f sia integrabile.

3) Se f é continua allora é anche integrabile su [a, b]. Inoltre per il teorema dei valori inter-
medi di Bolzano l'insieme f([a, b]) é un intervallo; applicando poi anche il teorema di Weierstrass
esistono xy, x5 € [a, b] tale che inf f([a,b]) = f(x1) < f(x) < f(x2) = sup f([a,b]) Vz € [a,].

Ne segue che f([a,b]) = [f(z1), f(22)]-
Infine si osservi che dalla 2) si ha anche:

= / f(@)dz € [f(21), f(z2)] = f([a,b]).

Per definizione di immagine di una funzione esiste T € [a, b] tale che si abbia:

f@) = / f(2)de.<>

Si vuole considerare ora qualche risultato struttural dell’insieme R([a, b]) del quale é stato
appena dimostrato che contiene I'insieme delle funzioni continue C'([a, b]) e quello delle funzioni
monotone M|a, b] su [a,b]. Per dare tali proprieta strutturali é opportuno considerare alcuni
risultati preliminari sul legame tra le somme integrali e le operazioni tra funzioni.

Teorema 7.2.6 Siano assegnati a,b € R con a < b e siano assegnate anche due funzioni
f,9:[a,b] — R limitate.
Tesi:
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1. Vp,q € P(la,b])  siha: s(f,p)+s(g,p) <s(f +9,p) <S(f+9.9) <5(f,9) +5(g,9);
2.VpeP(la,b])  VAZ0, s(Afip)=2As(fp) ed S(Af,p)=AS(f,p);
3. VpeP(la,0])  VA<O0, s(Afip) =AS(f,p) ed S(Af,p)=As(f,p).
Dimostrazione: 1) Fissata una qualunque partizione p = {2, 71, Ta, ..., Zn} con a = x4 <
11 <2y <..<x,=>bdila,b]siha Vj=1,2 .. n,
inf f([xj_1,2;]) < f(x) Vo € [zj_1,2;] edanche: infg([z;_1,2;]) <g(z) Vo€ |[r;_1,x]

pertanto, sommando membro a membro, si ha:

inf f([zj—1, 2;]) + inf g([2;-1, 25]) < f(2) + g(x) Vo € [z;-1, 2]
Quindi:

inf f([x;-1,2;]) +inf g([z;-1, 7;]) < inf(f + g)([z;-1, 2])

moltiplicando i termini della disuguaglianza per il termine x; — x;_1, che é positivo, si ha:

inf f([zj-1,25]) (x5 — 25-1) +inf g([z;-1, 25]) (25 — 25-1) < Inf(f + g)([zj-1, 75]) (25 — 751).

Sommando ora ciascun termine sull’indice 7 da 1 ad n, si deduce che:

s(f,p) +s(g,p) < s(f +g,p)

Fissata ora un’altra qualunque partizione ¢ = {Yo, Y1, Y2, .-, Ym} CON @ = Yo < Y1 < Yo <
oo < Ym =bdi [a,b] si ha, Vh=1,2,...;m,

f(z) <sup f([yn—1,yn]) Vo € [yn—1,yn] edanche: g(x) < supg([yn—1,yn]) YT € [yn—1, Y]

pertanto, sommando membro a membro, si ha:

f(x) + g(x) < sup f([Yn—1,yn)) +sup g([Yn—1,¥n]) VT € [Yn-1,n)
Quindi

sup(f + ) ([yn—1, yn]) < sup f([Yn—1, ynl) +sup 9([yn—1, yn)

moltiplicando tutti i termini della disuguaglianza per il termine vy, — y,_1, che é positivo, si
ha:

sup(f + 9)([yn—1,yn)) (Wn — yn—1) < sup f([yn-1,yn)) (n — yn—1) + sup g([Yn—1, yn)) (Wn — Yn—1)-

Sommando ora sull’indice h da 1 ad m, si deduce che:

S(f+g,9) <S(f,q) +S(9,9)-
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2) Per avere la tesi si consideri una qualunque partizione p = {z,,x1, 2, ...,,} con a =
To <1 < Ty < ...<x,=">0dila,b] e X>0 occorre provare che, Vj = 1,2,...,n, si ha:

Ainf f([;1, 7;]) = inf(Af)([25-1,75]) e Asup f([zj_1,5]) = sup(\f)([z-1, 75]).

Infatti si ha:

inf(Af)([zj-1, 7;]) < (Af)(2) < sup(Af)([zj-1, 25]) Vo € [2j-1, 2]

molitiplicando per % ambo i termini della disuguaglianza si ha:

S O) (1751,2,]) < () < 3 sup (M) ([0, ) Vo € [0,

quindi si ha:

%inf()\f)([xj—laxj]) < f(z)

cioé

inf (Af) ([zj-1, 2;]) < Mnf f([xj_1,25]).
Inoltre essendo anche:

inff([xj_l,xj]) < f(l’) Vo € [l’j_l,l’j]
e moltiplicando per A > 0 si ha:

)\inff([xj_l,xj]) S ()\f)(l’) Vo € [l’j_l,l’j]

ne segue che:

Ainf f([zj-1, 2;]) < inf(Af)([2j-1, 2])
e quindi si ha:

Ainf f([[L'j_l, [L’]]) = iIlf(/\f)([fL’j_l, l’]])

In modo analogo si prova 'uguaglianza con 'estremo superiore.
3) Basta dimostrare la relazione per A = —1, cioé che si ha:

S(_f7p) = _S(fap) ed S(_f7p) - _S(f7p>

Con ragionamento analogo a quello visto in 2), considerata una qualunque partizione p =
{Zo, 21,29, ..;p} cON @ =2, <1 < Tg < ... <z, =0bdi[a,b],Vj=1,2,...,n, si prova che:

—inf f([z;-1, 2;]) = sup(—f)([zj-1, 7;])
e che
—sup f([zj-1, 2;]) = inf(—f)([2;-1, 75]).
Al lettore la parte rimanente della dimostrazione.<>
Teorema 7.2.7 Siano assegnati a,b € R con a < b e siano assegnate anche due funzioni

f,9:[a,b] — R limitate.
Test:
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1. f,g € R([a,b]) = f+g € R([a,b]) e si ha: fab (f(x)+ g(z))dx = f:f(x)dx—kffg(x)dx;
2. feR([a,b]), \eR = Af € R([a,b]) e si ha: [*Af(x)de =\ [7 f(z)da;
5. f,9 € R([a,b]) = fg € R([a,b]);

4o feR(a,b), f(x) >0 Vaelab = [ flx)dz>0;

&

. fge R(la.b]), f(z) < g(z) Vo € [a,b) = [} f(z)dz < [ g()dx

(=

. feR(a,b), c€la,b] = feR(ad) feR(e,b]), esiha: [ f(x)der = [€ f(z)dz+
J2 f()da;

Dimostrazione: 1) Siano f,g € R([a,b]) per dimostrare che f + g é integrabile considero
e > 0, per la caratterizzazione dell'integrabilita di f e di g esistono py,pe € P([a,b]) tale che si
abbia:

S(f.m) = s(fom) < 5 ed S(g.p2) = s(9.p2) < 5.

Considerando ora p = p; U py, per il teorema precedente si ha anche:

s(f.p)+s(g,p) < s(f+9,p) <S(f+g,p) <S(f,p)+S(9,p)

da cui si deduce:

€

N ™

che implica 'integrabilita di f + g. Inoltre la stessa disuguaglianza sulle somme integrali
consente di avere anche la relazione:

b
s(f,p) + s(g,p) S/ (f(z)+ g(x))dz < S(f,p) + S(g,p).

Per verificare che vale 1'uguaglianza:

/ab (f(z) + g(x))dx = /abf(x)dx + /abg(x)dx

considero ancora € > 0. Per U'integrabilitd di f e di g esistono py, p2 € P([a, b]) tale che si abbia

S(f,p1) < f: f(x)dr + 5 ed anche S(g,p2) < f;g(x)dx + §, considerando anche in questo caso
p = p1 Upsy si ha:

b
/(ﬂ@+g@WMSSUm%%%%mSSUwﬁ+S@mﬁ§

b e b c b b
/af($)d$+§+/a g(l’)d:ic+§=/a f(x)dx—l—/a g(x)dx + ¢

Ve >0 /ab (F() + g(x))dz < /abf(x)der/abg(x)dx—i—e
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da cui si deduce la relazione:

t[uw+mmmslﬂmw+lZwm.

In modo perfettamente analogo si ottiene anche la disuguaglianza:
b b b
[ tae+ [ g < [ (@) + g

che insieme alla precedente fornisce la tesi.

2)

3) Siano f, g € R([a,b]). Per le proprieta 1) e 2) si ha f+ ¢ € R([a,b]) ed f—g € R([a, b)),
inoltre si ha anche (f + ¢)? € R([a,b]) ed (f — ¢)* € R([a,b]).

Di conseguenza la tesi si ottiene osservando che risulta fg = 1[(f + 9)* — (f — 9)?]

4) Per avere la tesi basta osservare che essendo f(x) > 0 Vz € [a,b] si ha anche s(f,p) >
0 Vp e P(la,b]).

5) Per dimostrare la disuguaglianza si osservi che se f, g € R([a,b]) anche g — f € R([a,b])
per le proprietd 1) e 2). Inoltre per la 4) si ha: ff (9(x) — f(x))dx > 0. Poiché si ha anche:

/ab (9(z) — f(z))dx = /abg(x)dx - /abf(a:)da:

/abf(x)da: < /abg(:c)d:c.

6) La facile verifica é lasciata al lettore.$

si ha la tesi:

A volte capita di utilizzare la notazione integrale fcd f(z)dx di una funzione integrabile f
tra due numeri c e d senza sapere se si ha ¢ < d oppure ¢ = d oppure ¢ > d. Un tale integrale
si dice integrale orientato. La sua definizione é data di seguito.

Definizione 7.2.1 (Integrale orientato) Siano assegnati a,b € R, sia f : [a,b)] — R
limitata e integrabile e siano assegnati c,d € |a, b].

fcdf(x)d:c ¢ Uintegrale di Riemann se si ha: ¢ <d
[Cflx)de =0 seé: c=d

fcdf(f)dif =def — fdcf(x)dx seé: c>d

In particolare nel primo caso l'integrale orientato é l'integrale di Riemann di f sull’intervallo
[c, d]; nel secondo caso, cioé se si ha ¢ = d, I'integrale orientato vale 0, cioé fcc f(z)dz = 0; se
infine si ha ¢ > d si definisce integrale orientato I'opposto dell’integrale di Riemann di f tra d

e ¢, cioé fcdf(m)dx =aer — [ flz)dz.

Teorema 7.2.8 (fondamentale del calcolo integrale) Sia assegnato X C R, X intervallo,
e sia f: X — R continua.

Assegnato ¢ € X, si consideri anche la funzione F : X — R definita dalla relazione:
F(z)= [T f(t)dt Vz e X.

Tesu:
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1. Vz e X IF'(z) = f(z);
2. Ya,be X [V f(x)de = F(b) — F(a);

3. Sia G: X — R tale che Vx € X 3G'(x) = f(x) allora si ha: Va,b € X fabf(x)dx =
G(b) — G(a).

Dimostrazione: 1) Sia x € X e sia h € R, h # 0 tale che si abbia anche z 4+ h € X], occorre
dimostrare che si ha:

Flx+h)—F(z)
]

Utilizzando le proprieta di additivita dell’integrale si ha:

lim

h—0

Flz+h) — Flz) = /I+ )t — /zf(t)dt _

/jﬂt)d“r/:%f(t)dt—/jf(t)dt:/:Mf(t)dt.

Poiché f é continua, per la terza proprieta del teorema della media integrale applicato
all'intervallo [z, x + h] se si ha h > 0, o all'intervallo [z + h, 2| se si ha h < 0, esiste n(h) € [0, 1]
tale che si abbia:

z+h
Fx+h)—F(x)= / f&)dt = f(xz+n(h)h)h.
Pertanto risulta anche:

F(x+ h})L F(x)  f(w+n(h)h).
Per aver la tesi faccio ricorso alla definizione di limite.
Per questo fisso ¢ > 0 per la continuitd di f in = esiste 6 > 0 tale che Vh € R con
r+heXNz—d,x+d[sihal|f(x+h)— f(z) <e.
Poiché n(h) € [0,1] e poiché XN|x — J,x + ] é un intervallo, si ha anche z + n(h)h €
XN]z — 6,z + 0[, pertanto si ha anche: |f(x +n(h)h) — f(x)| < e che fornisce la tesi.
2) Siano a,b € X e per semplicitd sia anche a < b, si ha:

/abf(ﬂc’)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(aﬁ)dx:/be(a:)da:—/caf(:c)dm:F(b)—F(a).

La dimostrazione ¢é simile, utilizzando la nozione di integrale orientato, nel caso si abbia
a>b.

3) Sia G : X — R derivabile su X e tale che Vo € X G'(z) = f(x) e siano a,b € X con
a <b.

Considero la funzione H : X — R definita dalla relazione H(z) = G(z) — F(z) Vz € X.

Per tale funzione si ha la derivabilitd su X ed inoltre si ha: H'(z) = G'(z) — F'(z) =
f(x) — f(x) =0 Vz € X. Essendo poi X un intervallo si pué utilizzare una conseguenza
del teorema di Lagrange. Da essa si deduce che esiste una costante reale k tale che si abbia
H(z) =k Vx € X. Cioé si ha anche G(x) = F(z) + k Va € X. Ne segue che:
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[ f@de = F®) - F@) = (G0) - F) - (Gla) ~ ) = G(B) - Gla)0

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale scaturisce la definizione di funzione primitiva
di una funzione f.

Definizione 7.2.2 (Primitiva) Sia X C R, X intervallo, e siano f,g: X — R.

(g éprimitiva di [ su X)<qr (Ve X Fg'(z) = f(x)).

Il seguente teorema dice quante sono le funzioni primitive di una funzione f definita e
continua su un intervallo X di R.

Teorema 7.2.9 Sia X C R, X intervallo, sta f : X — R continua e sia assegnata anche
g : X — R una funzione primitiva di f.

Tesi: Una funzione G : X — R ¢é primitiva di f se e solo se dg € R tale che si abbia
G(x)=g(x)+q Ve e X.

Dimostrazione: Sia G un’altra primitiva di f su X. Si consideri la funzione H : X — R
definita dalla relazione H(x) = G(z) — g(z) Vz € X.

Tale funzione H é derivabile su X e si ha H'(z) = 0 Vx € X. Per una conseguenza del
teorema di Lagrange esiste una costante reale g tale che si abbia H(x) = ¢. Quindi si ha la tesi.

Viceversa se si ha G(z) = g(x) + ¢ allora si ha anche G'(z) = ¢'(x) = f(z) Vo € X.$

Osservazione 7.2.1 Il teorema fondamentale del calcolo integrale dice che se f é definita e
continua su un intervallo allora ammette primitiva. Se, pur essendo X un intervallo, la funzione
funzione f non € continua allora € non detto che esista la funzione primitiva. Per questo si
consideri il sequente esempio.

Sia f: R — R definita dalla relazione f(x) = h se si ha v < 0ed f(z) =k se si ha x > 0.
La funzione data non é continua in 0 se e solo se si ha h # k. Verifico che se si ha h # k, la
funzione f non ammette primitiva su R.

Sia g : R — R una funzione primitiva di f su R\ {0}. In tale condizione, per il teorema
precedente, esistono ¢i, g2 € R tale che si abbia g(x) = hx + ¢ per x < 0 e g(x) = kx + g per
x > 0.

Se si considera il caso ¢; # @2 allora g non é continua in 0 quindi non é nemmeno derivabile
in tale punto; in tal caso g non risulta primitiva di f su R.

Se invece si ha ¢; = ¢o la funzione g diventa continua in 0 ma resta non derivabile in 0,
nemmeno in questo caso g risulta primitiva di f su R.

Dal teorema precedente segue che una funzione definita e continua su un intervallo ammette
infinite funzioni primitive, esse perd differiscono tra loro per una costante. L’insieme di tali
primitive ha una definizione che si pud6 esplicitare come segue.

Definizione 7.2.3 (Integrale indefinito) Sia X C R, X intervallo, e sia f : X — R
continua.

Si defisce integrale indefinito di f su X, e si indica con [ f(x)dz, linsieme di tutte le
primitive di f.

In simboli si ha:

/f(x)dx s {9 X R | Ve e X 3¢(z) = f(x)}.
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Dalla definizione precedente segue una determinante differenza tra l'integrale definito e
I'integrale indefinito di una funzione f su un intervallo chiuso e limitato [a, b].

Infatti il primo, per definizione, é un numero reale, il secondo,invece, sempre per definizione,
¢ un insieme di funzioni.

Al solo scopo di non appesantire la terminologia, nella pratica, I'integrale indefinito di una
funzione si scrive nella forma seguente:

[ e = gla) +c

con g una primitiva di f e ¢ una qualunque costante reale.



CAPITOLO 8

SERIE NUMERICHE

In questo capitolo esamineremo alcune definizioni e proprieta riferite alle serie numeriche.
Esamineremo soprattutto le serie di numeri reali. Molte delle proprieta che saranno esaminate
sono trasferibili con i dovuti aggiustamenti, ad esempio, anche alle serie di numeri complessi.

8.1 Serie numeriche

La nozione di serie numerica ¢é strettamente collegata a quella di succesione numerica. Molte
nozioni esaminate per le successioni si trasferiscono in modo molto immediato alle serie. Come
noto una successione di numeri reali f é una funzione reale definita sull’insieme dei numeri
naturali, cioé: f: N — R.

Normalmente, perd, una successione si indica in un forma pit intuitiva; posto x,, = f(n) ¥n €
N la successione, cioé la funzione, si indica in uno dei modi seguenti: (x,)nen, oppure (z,), o
ancora ().

Invece con z,, si indica, appunto, il valore che la successione data assume in corrispondenza
dell’ascissa n.

Infine il simbolo {z, € R:n € N} indica l'insieme immagine della successione data, cioé
indica 'insieme f(N).

Nel seguito saranno utilizzate le notazioni appena descritte.

Definizione 8.1.1 (Serie numerica) Si definisce serie numerica individuata dalla succes-
sione (Tp)nen assegnata la successione (Sp)nen definita nel modo sequente:

Sp,=x1+To+ 23+ ... +2, VYn €N,
quindi, Vn € N si ha: s1 = x1, So = x1+x2, S3 = x1+xo+2x3, ..., Sp = T1+To+T3+...+2y,

Di una serie si pu6 dare anche una definizione di tipo ricorrente ponendo

51 =T

Sp = Sp—1 + T, VYn>2.

A volte il termine s, si chiama la somma parziale della serie, e la successione (S, )nen Si
denota come la successione delle somme parziali.

Di una serie é importante determinare 1’esistenza o meno del limite. Per questo motivo si
ha la seguente definizione.

130
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Definizione 8.1.2 (convergenza di una serie numerica) Sia (s,)nen una serie numerica.

Si dice che (8,)nen converge se solo se 3 lim s, € R. In tal caso il valore del limite trovato
n—-+o0o

prende il nome di somma della serie data.

Si dice che (Sp)nen diverge se solo se 3 lirf sp & R. In tal caso si dice che la serie diverge
n——+0oo

positivamente se il limite é 400, mentre si dice che diverge negativamente se il limite é —oo.
In uno det casi appena esposti si dice che la serie € regolare.

Infine si dice che (s,)nen non € regolare se e solo se non esiste il lim s,.
n—40o00

Nel seguito si usa sintetizzare la precedente definizione ricorrendo ad una terminologia
sicuramente imprecisa ma fortemente intuitiva.
Una serie viene di solito denotata, con ovvio abuso, con il simbolo:

“+oo
E Ty
n=1

In esso é citata la successione (x,)n,en assegnata; é ricordata, attraverso il simbolo di somma,
la definizione di (s, )nen; é fatto riferimento alla operazione di limite attraverso la citazione del
simbolo 4o00; infine la notazione inferiore della somma ricorda quali termini della successione
(T4 )nen data concorrono alla determinazione della eventuale somma della serie.

Da questa considerazione segue che al suddetto simbolo si pud attribuire il valore del limite
quando la serie data converge, oppure il valore 400 o il valore —oo nel caso di serie divergente
e invece non ha significato nel caso che la serie data non é regolare.

Studiare allora una serie significa vedere se tale simbolo ha un significato oppure no.

Considero ora alcuni esempi di serie. Di esse sara esaminato il comportamento.

Esempio 8.1.1 (La serie telescopica) Sia (a,)nen una successione numerica e sia (Zp)nen
“+00

definita dalle relazioni x, = a, — an+1 Vn € N. La serie E x, st dice serie telescopica.

n=1
La successione (Sy)nen delle somme parziali € data da:

Sp=T1+To+T3+...+T, =a1—as+ay—az3+az—as+...+ap —Qpi1 = a1 —Apy1 VN EN,

quindi il comportamento della serie é determinato dal comportamento della successione
(an)neN-

+o0o
1
Esempio 8.1.2 (La serie di Mengoli, e qualche estensione) 1. La serie Z —_—
“—~n(n+1)
st dice serie di Mengoli.

Per essa si ha: x, = ﬁ = % —

L

di conseguenza risulta anche s, = 1 — —=;

1
n+1’

pertanto la serie converge e si ha: lim s, = lim <1 — ) =1
n——+oo n——+o00 n-+1
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—+00

1
2. Assegnato 8 > —1, la serie Z (
n=1

n+p)(n+pB5+1)

st dice serie di Mengoli generalizzata.

Per essa si ha: x, = m = ﬁ — #,BH’ di consegquenza risulta anche s, =
— —L - pertanto la serie converge e si ha: lim s, = lim L — L =
ntB+1 n—+00 ns+oo \ f4+1 n+pg+1
1
B+1

3. Assegnati 8> —1 ey > 0, si consideri: x, = (nJrlB)v — (n+51+1)7 e la relativa serie:

gxnzf((njﬁ)” B (n+g+1)”)

n=1

di consegquenza risulta anche s, = (1+15)~/ — (n+51+1)7; pertanto la serie converge e si ha:

y . ( 1 1 )_ 1
noioe " st \(T48) (e B+1)) T (148
“+oo

Esempio 8.1.3 (La serie geometrica) Sia ¢ € R e sia z,, = ¢" VYn € N. La serie Zq"

n=1
prende il nome di serie geometrica di ragione q. St vuole verificare che essa irregolare se risulta

q < —1, converge se st ha —1 < q < 1, diverge positivamente se si ha ¢ > 1.
Per fare questo sia assegnato n e si consideri la somma parziale

n sesiha: ¢g=1
Sp =T+ T+ T3+ Ty =g+ P+ = .
q% se si ha: ¢ # 1.

Dalla formula si deduce che per ¢ = 1 si ha: lim s, = lim n = 400, quindi la serie
n——+o0o n—+00

diverge positivamente.

Se invece si ha ¢ # 1, il comportamento dipende esclusivamente dal limite: lim ¢".
n—+o0o
Per esso si ha: )
A sesiha: ¢ <—1

lim ¢" = 0 sesiha: —1<g<1
n——+o0o
400 sesiha: ¢ > 1.
Di conseguenza si ha:
A sesiha: ¢ < —1
. : 1—q" ;
lim s, = lim ¢ =4 7% sesiha: —1<g¢g<1
n——4o00 n—+oo 1 — q q

400 sesiha: ¢ > 1.

In conclusione si pud dire che la serie geometrica di ragione ¢, non solo converge se si ha
—1 < ¢ < 1, ma che la somma della serie, cioé il valore L, di cui si parla nella definizione ha
anche una espressione.
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Cioé si ha:

o0 q
Zq":— Vg el —1,1].
n=1 1_q

Essa é suscettibile di varie estensioni. Ne considero alcune.
Sommando ad ambo 1 termini 1 si ottiene:

1
Zq":— Vg €] —1,1].
—q

Ponendo, poi ad esempio, al posto di n in termine 2k con k € N si ottiene la somma delle
potenze di esponente pari di ¢:

+oo q2
Zq%: 5 Vgel-11]
k=1 1=q

Ponendo invece sempre al posto di n in termine 2k — 1 con k € N si ottiene la somma delle
potenze di esponente dispari di ¢:

“+o00
ok—1 4

Evidentemente la somma delle due serie fornisce la serie di tutte le potenze, pari e dispari,
di q.
+o00 1

Esempio 8.1.4 (La serie armonica) Sia o € R e sia z,, = n% Vn € N. La serie —

na
n=1
prende il nome di serie armonica di esponente a.
St vuole verificare che essa regolare Yo € R e che diverge se risulta a < 1 e converge se si

ha o > 1.

Va > 1

In tal caso si ha anche: -1~ <

Per avere la tesi sia n € N si ha:

1 1 "
n=14 — 4+ — + .. +_<1+/ —dt+/ —dt + .. +/ —dt—l—l—/ tdt.
2a 2a nlt 1

Inoltre si ha:

1+1+1+ +1 /1 ! dt+/2 ! dt + +/n 1 dt
B 20 2 o (t+1) 1 (t+ 1) no1 (1)

- /0 (t+ 1)~“dt.

/ (t+1)°‘dt§sn§1+/ t~edt Vn e N.
0 1

Quindi si ha:
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Se si ha a # 1, integrando, si ha:

1 1 <o <14 1 1
l-—a)(n+1)>t 1—a— (1—a)(n*l) 11—«

Vn € N.

Se poi é anche a > 1, passando al limite per n — +00, e osservato che (s, )nen é strettamente

crescente, si ha:

1 . «
< lim s, <
a—1 n—+o00 a—1

da cui si deduce che la serie converge e che la somma della serie é compresa nell’intervallo
1 o
[a—l ) a—l]'

Se invece risulta o < 1, passando al limite per n — +o0, si ha:

lim s, = +oo
n—-+o0o

da cui si deduce che la serie diverge positivamente.
Infine se si ha: a =1,

| "1
/—dt§5n§1+/ —dt VYn e N
o t+1 Lt

log(n+1) <s,<1+logn VneN

integrando si ha:

da cui si deduce

lim s, = +oco
n—-+o0o

che dice che la serie diverge positivamente.{
Di seguito si considera una condizione necessaria che consente di esaminare il comporta-
mento di una serie convergente.

Teorema 8.1.1 (Condizione necessaria di convergenza)

+oo

g T, converge =— 3 lim =z, =0.
1 n—-+oo

n=

Dimostrazione: Poiché la serie converge allora 3L € R tale che lim s, = L, inoltre, essendo

n—-+4o0o
(Sn—1)n>2 una sottosuccessione di (s,),>1, si ha anche lim s, ;= L.
- - n—-+o0o
Utilizzando ora la definizione per ricorrenza si ha:
lim z, = lim (s, —s,-1)= lim s,— lim s, 1=L—L=0
n——+oo n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o

La condizione appena dimostrata non é sufficiente. Infatti ci sono serie il cui termine generale
¢ infinitesimo ma la serie diverge. Si consideri infatti la serie armonica di esponente v = 1 che

1

diverge ma il cui termine generale x,, = = é infinitesimo per n — +o0.

n

Teorema 8.1.2 (Criterio di Cauchy)

p
E Tn+j

“+o0o
Z:Un converge <:><‘v’5>0 dJneN: Vn>me VpeN=
n=1 j=1
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E molto utile esaminare alcune classi di serie che si differenziano tar loro per il segno dei
termini della serie. In particolare saranno prese in considerazione le serie a termini di segno
costante, quelle i cui termini hanno segno alterno ed infine quelle i cui termini non hanno un
segno predefinito. Le definizioni formali saranno date al momento opportuno.

8.2 Serie numeriche con termini segno costante

In questo paragrafo saranno esposte alcune proprieta delle serie a termini di segno costante.

+o00
Definizione 8.2.1 (serie numeriche con termini di segno costante) Una serie E Ty, St

n=1

dice a segno costante se si ha: x, >0 VYn € N oppure x, <0 Vn € N.

Esamino ora alcune condizioni sufficienti per le serie a termini di segno costante.

Teorema 8.2.1 (Criterio di regolaritd) Sia x, € R con x, >0 ¥n € N.

+oo
Tesi: E x, € regolare, cioé lim s, =sup{s,:n € N}.
1 n—-+00
n=

Dimostrazione: La tesi si ricava facilmente osservando che, essendo z,, > 0 Vn € N, si ha
anche s, < s,.1 Vn € N. Il teorema sul limite per le funzioni monotone fornisce la tesi.<

Teorema 8.2.2 (Criterio del confronto) Siano z,,y, € R con z, >0 edy, >0 Vn € N.
St supponga inoltre che Am e N: VneN, n>m x, <y,.

Tesi:
+00 +0o

1. Se Zyn converge allora anche an converge.
n=1 n=1
+00 +oo

2. Se an diverge allora anche Zyn diverge.
n=1 n=1

Dimostrazione: Posto s,, =21 +zo+ ...+ 2, et,=y1+y2+ ... + y, Vn € N.
Vn > m si ha:

n

Sn:ZI'j‘f‘ Z ZL‘jSZQ}j—f— Z Y; =
j=1 Jj=1

j=m+1 j=m+1
Sw =Dy Y yi=> (= y) +
j=1 j=1 j=1 j=1

Per il criterio di regolaritd 3 lim s, =sed lim t, =t e, per il criterio del confronto per
n—-+o00 n—-+o0o

i limiti, si ha anche

x1_5§Z(xj—yj)+t.
=1
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+o00
Se poi la serie Z yn converge si ha t € R e quindi si ha anche s € R da cui si deduce che

n=1
+00
anche la serie E T, converge.
n=1
+00
Se invece la serie g x, diverge si ha s = 400, allora si ha anche t = 400 che dice che
n=1
+00
anche la serie E Y, diverge.
n=1

Del criterio appena considerato é possibile dare la seguente versione asintotica.

Teorema 8.2.3 (Criterio asintotico del confronto) Siano x,,y, € R con x, >0 ed y, >
Tn

0 Vn € N. Suppongo anche che 4 lim — = k.
n—+00 YUn
Tesu:
+0o0 “+o0o
1. Se k €]0, +oo[ allora an converge se e solo se anche Zyn converge.
n=1 n=1
+00 +oo
2. Sek=0 e se Z Yn converge allora anche Z Tp CONVETgE.
n=1 n=1
+oo +oo
3. Se k=400 e se an diverge allora anche Zyn diverge.
n=1 n=1
Dimostrazione: 1) Considerato ¢ = %, per la definizione di limite esiste m € N tale che

Vn > m si abbia:
k =z, 3k
Zen 20
27y, — 2
cioé

k < <3
“Yn > Tn > S Yn-
2Y 27

Il criterio del confronto fornisce la tesi.

2) Preso € = 1, per la definizione di limite esiste m € N tale che si abbia: Z—: <1 Vn>m,
cioé x, <y, Vn > m. La tesi si ottiene utilizzando il criterio del confronto.

3) Preso ¢ = 1, per la definizione di limite esiste m € N tale che ¥Yn > m si abbia:
In >1 Vn > m, cioé x, > y, Vn > m. La tesi si ottiene utilizzando il criterio del

yﬂ/
confronto.<$>

Teorema 8.2.4 (Criterio di convergenza) Sia (x,),.y una successione con x, € N e tale
che:

1. z, >0 Vne N,

2. xp > Xpyp YneEN

+o0o +o0o
Tesi: Iy converge se € SOlO S€ converge lCL Serie 2 Lok
n=1 k=1
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“+o0o
Dimostrazione: Supponiamo che E x, converga. Quindid lim s, = lim (x;+xo+ ...+ x,) €
1 n——+0o0o n—-+0o00
=

R.
Considero poi m € N ed n = 2™ per il teorema sul limite delle funzioni composte si ha
anche:

lim s9m = lim s,.
m—-+o0 n—4o0o

Provo ora che vale la disuguaglianza:

m
Som > Z 2k_1x2k Ym e N
k=1

Infatti utilizzando I'ipotesi di monotonia decrescente della successione (xy),,oy si ha:

Som = X1+ To+ (3 + x4) + (25 + 6 + X7 + Tg) +... + (Tom-111 + Tom-149 + ... + Togm_1 + Tom) >

1+ Ty + (x4 + x4) + (3 + 28 + T8 + T3) + ... + (Tom + Tom + ... + Tom + Tom) =

xr1 + 1o+ (2274) + (221‘8) + ...+ (2m—1$2m) =1 + Z Qk_ll’zk 2 Z 2k_11'2k.

k=1 k=1
Ne segue che:
m
lim g 2812 € R,
m—+00
E quindi si ha anche:
m m
lim § 2Py =2 lim § 2" g €R.
m——+00 m——+00
k=1 k=1
+oo
Cioé la serie E 2820 converge.
k=1
+00 m
Viceversa si supponga che la serie E 2%24c converga. Cioé: 3 lim E 2%z € R
m—+00
k=1 k=1

In tal caso utilizzando sempre la proprietd di monotonia decrescente della successione
(7p) ey Si ha la seguente disuguaglianza:

m—1

Som < 1y + Z 2kx2k + z9m  Vm € N.
k=1

Infatti risulta:

Som = X1+ Lo+ T3+ Ta+ 5+ e+ X7+ X+ ... +XTom-147 + Tom-149 + ... + Tom_1 + Tom =
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ZE1+(I2+ZU3>—|-($4+ZL‘5—|—$6+ZL‘7)—|—($8+ZU9—|-$10—|—(L'11+$12+ZB13+5E14+$15)+

e+ (Imel -+ Lom—141 + Lom—149 + ...+ 1'277171_’_277171_1) + XTom S

ZL‘1+($2+I2)+($4+SB4+$4—|—ZE4)+(Ig+$8+$8+$8+$8+$8+$8+ZB8)+

+ (C(ng—l + Tom—1 + Tom—1 + .. + .Tmel) + Tom —

m—1
1+ (2x9) + (22l‘4) + (23x8) + ...+ (Qm_l.erfl) + Tgm = 1 + Z 2k Lok + Tom.
k=1
m—1
Dall’ipotesi risulta quindi: 4 lim Z 2% 2o € R e quindi anche lim 2™z9m = 0 da cui si
m——+00 1 m——+00
deduce che é anche: hIE zom = 0. Pertanto si ha anche:
m—-+00
lim som € R.
m——+00

Pertanto la successione (sy), .y ha anchessa limite finito perché é monotona crescente e
poiché la sua sottosuccessione (sgm ), ha limite finito.<

E possibile ora dare alcuni criteri di convergenza facendo ricorso ad alcune operazioni sui
suoi termini come la radice o il rapporto. Entrambi sono enunciati considerando due versioni:
una utilizza le disuguaglianze e ’altra considera I'operazione di limite. Questa seconda versione
viene citata di solito come versione asintotica.

Teorema 8.2.5 (Criterio del rapporto) Sia (), una successione con x, € R e con
r, >0 VnéeN.

Tesi:
—+o00
1. Se Ik € [0,1] ed Im tale che Vn >m = <k allora an converge.
n=1
+0o0
2. Se Idm tale che Yn > m x;—:l > 1 allora Z:cn diverge positivamente.
n=1

Dimostrazione: Si osservi intanto che per l'ipotesi di segno costante la serie data é regolare.
Per verificare la 1) osservo che, operando per induzione su n, si ha:

T, < K" M2, VYno>m.

Infatti se si ha n = m + 1 la disuguaglianza é ovvia.
Supposto poi che essa sia vera per un certo n ¢é facile verificarla per n + 1, si ha:

Tpi1 < kxp < kK" M, = KT,
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Alla disuguaglianza dimostrata si applica ora il criterio del confronto e si ottiene la tesi.
Per verificare la 2) basta osservare che la successione (z,), ¢é definitivamente crescente.
Quindi, per il teorema sul limite delle funzioni monotonesi ha:

lim x, =sup{z, :n>m} >0,
n—-+00

quindi la serie diverge.

Teorema 8.2.6 (Criterio asintotico del rapporto) Sia (z,),.y una successione con x, €
Tni1
=k.

R econx, >0 VneN e sisupponga che 3 lim

n—-+o0o Ty

Tesu:
+oo
1. Se k <1 allora Z:Bn converge.
n=1
“+o0o
2. Se k> 1 allora an diverge positivamente.
n=1

Dimostrazione: Sia k € [0, +oo[, dalla definzione di limite si deduce che fissato ¢ > 0 esiste

m € N tale che Vn > m si ha: .
E—e< =2

<k+e.
Tn—1
Ora se si ha anche k& < 1, si consideri ¢ tale che si abbia anche k + ¢ < 1, vale la seguente
disuguaglianza:

0<z, <(k+e)" "xm Yn>m.

In questo modo il termine generale x,, della serie data é definitivamente maggiorato dal
termine generale di una serie convergente perché risulta prodotto tra la costante x,, ed una
serie geometrica di ragione minore di 1.

Applicando allora il criterio del confronto si ha la tesi.

Se invece si ha k > 1 si consideri ¢ tale che si abbia anche k — ¢ > 1.

In tale situazione vale la seguente disuguaglianza: 1 < k — ¢ < % Vn > m da cui si
deduce: z, < z,41 Vn > m e quindi la serie diverge.

Infine si ha k = +o00, sempre per la definizione di limite, considerato ¢ = 1 esiste m € N
tale che Vn > m si ha: 1 < m;—:l

Quindi se si ha & > 1 la successione (x,,), non ¢ infinitesima. Infatti, per il teorema del
limite per la funzioni monotone, si ha:

lim z, =sup{z,: n>m 0
Jim p{zn:n>m} >0,

quindi la serie diverge.

Osservazione 8.2.1 Se si ha k = 1, non € determinato il comportamento della serie, cioé puo
accadere che la serie converga o diverga.

“+o0o
1
A tale proposito si pué considerare la serie armonica E —.
n
n=1
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I1 criterio asintotico del rapporto asintotico fornisce il risultato:

1

lm 0% i Y i ( . ) —1 VYacR.
n—-4oo

n——+oo La n—+00 (n -+ 1)04 n-+1

n

Mentre € stato dimostrato in precedenza che la serie converge se si ha a > 1 e diverge se invece
sihaa <1.$

Teorema 8.2.7 (Criterio della radice) Sia (v,), .y una successione con x,, € R e con x, >
0 VneN.

Tes:
+oo

1. Se 3k € [0,1] ed Im tale che Yn >m  /z, <k allora an converge.
n=1

+o0
2. Se dm tale che Yn >m  /x, > 1 allora an diverge positivamente.

n=1

Dimostrazione: Si osservi intanto che per l'ipotesi di segno costante la serie data é regolare.

Per verificare la 1) osservo che 3k € [0,1[ ed Im tale che Vn > m  /z, < k.

Cioé Vn >m x, < k™

Poiché il termine maggiorante ¢ il termine generale di una serie geometrica convergente, per
il criterio del confronto si ha la tesi.

Per provare la 2) si osservi che dall’ipotesi, passando alla potenza di esponente n di ambo i
termini, si deduce che Vn >m z, > 1. Quindi la successione (x,), non risulta infinitesima e
pertanto la serie, essendo regolare e non essendo convergente, é divergente positivamente.<>

Teorema 8.2.8 (Criterio asintotico della radice) Sia (), una successione con r, € R
econx, >0 Vn €N e si supponga che 3 hril S, =k.
n——+0o0

Tesi:
+oo

1. Se € k <1 allora an converge.
n=1

+00
2. Se é k> 1 allora an diverge positivamente.

n=1

Dimostrazione: Per verificare la 1) fisso € > 0 tale che si abbia k& + ¢ < 1, per definizione di
limite esiste m € N tale che si abbia {/z,, < (k+¢) Vn >m, equindiz, < (k+¢)" VYn >m.
Per il criterio del confronto si ha la tesi.

Per dimostrare la 2) supposto che si abbia anche k € R fisso € > 0 tale che si abbia k—e > 1.
Per definizione di limite esiste m € N tale che si abbia /=, > (k—¢) Vn > m, e quindi

z, > (k—¢)" Vn>m. Daessasi deduce che lirf x, = +oo che dice che la serie diverge. Se
n—-+0o0

infine é k = 400 in corrispondenza di € = 2 esiste m € N tale che si abbia ¢/z, >2 Vn >m,

e quindi z, > 2" Vn > m. Da essa si deduce che lim x, = 400 che dice che la serie diverge.
n——+00
o

La seguente osservazione consente di confrontare il criterio del rapporto con il criterio della
radice.
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Osservazione 8.2.2 Se (,)nen € una successione con x, € R ed x, >0 Vn € N tale che

. 1 . . . Tp+1
3 lim allora st ha anche: 3 lim Yz, = lim )
n—-+oo Tn n—-+o0o n—-4o00 Tn

Per ottenere la dimostrazione, che sara riportata dopo, consideriamo i seguenti teoremi di
Cesaro sulle medie.

Si noti che 'implicazione inversa non é vera.
+oo

Infatti per la serie Z 277 +(=1" i ha:

n=1

_— 9—(n+1)+(~1)" ! 2 se n é dispari

= = = 2*(n+1)+(*1)n+1+n7(,1)n _ 271+2(71)n+1 _
T 2—n+(=1)"

se n ¢ pari

o=

Teorema 8.2.9 (di Cesaro sulle medie aritmetiche) Sia (ay), oy una successione con a, €
R e si supponga che 3 lim a, = k.

n—-+o0o
n

1
Tesi: 4 lim — i =k.
n—-+oo 1 Z CL] k
i=1
Dimostrazione: Sia k € R, per avere la tesi considero ¢ > 0.
Per ipotesi esiste m € N tale che Vn € N con n > m si abbia —5 < a, —k < 3.

Sommando ora sull’indice j = m + 1,m + 2,...,n si ha:

—(n—m)S < _Z (aj—k:)<(n—m)g

2
j=m+1
e quindi
—(n—m)g < Z aj —(n—m)k < (n—m)g
j=m+1
—(n—m)% < —Zaj+mk+2aj—nk< (n—m)%
j=1 j=1
pertanto
c m n m e
—(n—m)§+2aj—mk<Zaj—nk<+2aj—mk+(n—m)§
J=1 7j=1 7j=1
n-—me @ @ n—me
_ (Z ) Za]—k<ﬁ<2aj—mk> 3
Cioé:

e 1 (& 1 & 1 (& £
—é—i—ﬁ(;a]—mk)<ﬁjzlaj—k<ﬁ<jzla]—mk>+§

Ora si osservi che il numero m dipende da € ed ¢ fissato. Considero ora un numero naturale

r tale che si abbia
1
(Zaj mk) < 5 Vn > r.

7=1

€
2
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Considerando ora ¢ = max {m, r} si ha

1 n
—e < — a;, —k<e Vn>

che fornisce la tesi.

Considero ora il caso k = +o00, per avere la tesi considero € > 0. Per ipotesi esiste m € N
tale che Vn € N con n > m si abbia a,, > 2¢.

Sommando ora sull’indice j = m + 1,m + 2,...,n si ha:

2(n —m)e < Z a;

j=m+1
e quindi
m n
2(n —m)e < —Zaj +Zaj
j=1 j=1
pertanto
m n
2(n—m)5+2aj< a;
j=1 j=1

n—m 1 T 1 -
2 — < = .

Ora si osservi che il numero m dipende da ¢ ed ¢é fissato. Considero ora un numero naturale

r tale che si abbia
n—m 1 "
<2 - E ; Vn >
€ - e—l—n( a]> n>r

J=1

Considerando ora ¢ = max {m,r} si ha
1
e< ]Zl a; Vn>gq
che fornisce la tesi.

Il caso k = —oo si pud esaminare in modo analogo al caso k = +00.$

Teorema 8.2.10 (di Cesaro sulle medie geometriche) Sia (b,), .y una successione con
b, € R econb, >0 VneN e sisupponga che 3 lim b, = k.

n—-4o00

Tesi: 4 lim
n—-+o0o

Dimostrazione: Per avere la tesi si pué utilizzare il precedente teorema sulle medie aritmetiche.
Infatti si ha:
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Per ipotesi si ha: liIJ’I_l log b,, = log k, evidentemente se é k = 0 allora é lir_"I_l log b,, = —o0.
n—+00 n—+00

Quindi per il teorema sulle medie aritmetiche si ha:

Pertanto risulta:

lim
n—-+o0o

n 1 n
Hbj = lim "lexp (—Zlog bj> =explogk = k.$
ey n—+o00 71j:1

8.3 Serie numeriche con termini di segno alterno.

In questo paragrafo saranno esposte alcune proprieta delle serie a termini di segno alterno
la cui definizione é riportata di seguito.

Definizione 8.3.1 (Serie numeriche con termini di segno alterno) Sia (z,), .y una suc-
cessione con x, € R e con z,, >0 ¥n € N.

—+o0
La serie di sequito riportata: g (—1)""',, si dice con termini di segno alterno. Il primo
n=1
termine € positivo.
—+o00
a serie di sequito riportata: —1)"z,, se si considera il caso in cui il primo termine é
L d t tat D"z, d [ { t
n=1

negativo.
Per le serie a segno alterno vale il seguente risultato.

Teorema 8.3.1 (Criterio di Leibnitz) Sia (x,),.y una successione con x, € R Vn € N,
Sia

1. ©, >0 Vn eN;
2. xp 2> xpy1 VN € Ny

8. lim =z, =0.

n——+00
+o00 m
Tesi: Z (=1)""'2,, converge, cioé 3 lim (—=1)"z, =S €R e si ha:
m——+o0
n=1 n=1
m
S — Z (-D)"Mz,| <2y Vm e N
n=1

Dimostrazione: Per avere la tesi occorre considerare le due sottosuccessioni (o), ey ed (S2k—1)4 N
rispettivamente dei termini di posto pari e di posto dispari della successione (sy,),, delle somme
parziali.
Verifico che la prima é monotona crescente e che la seconda é monotona decrescente.
Infatti Vk € N si ha:
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2k
_ Z IS 1+1 241 3+1 o%k+1,.
So = (—1)J i = (—1) xl—(—l) ZL’Q—F(—l) I3—+(—1) o =
=1
T1 — To+ T3 — ... +Top_1 — Tog S
2k+2
_ j+1 _
Tl — T+ T3 — ... — Top + Togy1 — T2k+2 = E (=1 2; = So@k+1)
=1
ed
2k—1
_ j+1 _
Sok—1 = E (=1 =a1 —xo+ 23 — ..+ o1 >
Jj=1
2%k+1
_ j+1 _
Ty — T+ X3 — ... + Top—1 — Tokp + Top1 = E (—=1)" 2 = Sopq1.
=1

Si ha allora, per il teorema di esistenza del limite per le funzioni monotone,:

3 lim so =sup{soyp:k €N} =57 ed I lim sopyq = inf {sop1 : k € N} = 5.
k—+o0 k—+o00
Poiché si ha anche s9;11 = Sor + ok 1, per le ipotesi risulta:

SQ = lim Sok+1 = lim Sok + lim Lok+1 = 51 +0= Sl
k—+o00 k—+o0 k—+o00

Posto poi Sy = S; = S, si tratta di verificare che 3 lim s, = S.

n——+o00

Per questo fissato € > 0 esiste p € N tale che Vk € Ncon k > psiha: S—e < s9p < S+ced
esiste ¢ € N tale che Vk € N con k > ¢ si ha: S — e < s95_1 < S + ¢; preso ora r = max{p, ¢}
e considerato m = 2r 4+ 1 per ogni n > m si ha: S — e < s, < § + € che fornisce la tesi.

La disuguaglianza della tesi si verifica osservando che si ha:

Sop <8 < Sopq1 = Sop + Topt1
quindi:
0<S — sor < Top1;

inoltre si ha anche:
Sok—1 > S > Sop = Sok—1 — Tok

e pertanto si ha:
0 < sgp1 — 5 < a9

8.4 Serie numeriche con termini di segno qualunque
Per tali serie non é assegnata una regola sul segno dei termini z,, che la formano. Per tali

serie oltre alla usuale definizione di convergenza gid vista, che in questo caso si denota come
convergenza semplice, si pud dare la seguente definizione di convergenza che si dice assoluta.
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Definizione 8.4.1 (Convergenza assoluta) Sia (z,),.y una successione con x, € R. Si
+o0

dice che converge assolutamente se e solo se converge la serie: E |z,

n=1

A tale tipo di convergenza si possono applicare tutti criteri di convergenza delle serie a
termini non negativi. Vale anche il seguente criterio di confronto tra la convergenza assoluta e
quella semplice.

Teorema 8.4.1 Sia (v,),.y una successione con r, € R.

+00 +oo
Se converge la serie: E |z,| allora converge la serie E Ty
n=1 n=1

Dimostrazione:

Non vale I'implicazione inversa, ci sono, cioé¢ serie che convergono semplicemente ma non

+00
. Cq . . 1 1 .
convergono assolutamente. Si consideri infatti la serie E (=1)""" =, essa converge per il
n
n=1
criterio di Leibnitz. Essa perd non converge assolutamente perché la serie dei valori assoluti

“+o00

1] &1
L. . . . .. 1
costituisce la serie armonica di esponente 1, cioé si ha: g (_1)n+ —| = g —.
n n
n=1 n=1



CAPITOLO 9

FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Nei capitoli precedenti sono state considerate le funzioni reali di una variabile reale, in
questo saranno considerate quelle di piu variabili.

Per maggiore precisione, assegnato n € N, si consideri 'insieme R" prodotto cartesiano di
R per se stesso n-volte, cioé 'insieme R™ =4 R x R x ... x R.

[ suoi elementi = sono le n-uple di numeri reali: * = (x1,9,...,2,), con z; € R Vi =
1,2,...,n.

Le funzioni f che saranno considerate sono definite su un sottoinsieme X di R™ ed hanno
valori nell’insieme R.

Sara pero sviluppato prima il caso n = 2, cioé saranno considerate prima le funzioni reali
di due variabili reali.

9.1 Limite di una funzioni di due variabili.

In questo paragrafo si considerano le nozioni collegate al limite di una funzione di due
variabili.

Definizione 9.1.1 (Distanza euclidea in R?) Si definisce metrica euclidea in R* la fun-
zione:

4RXRE R Y (2,y) €RLY (w,0) € R d((z,y), (1)) =g /(@ — 0)? + (y — v)?
Vale il seguente risultato.
Teorema 9.1.1 La metrica euclidea d in R? verifica le sequenti relazioni:
1. d((x,y), (u,v) >0 Y(z,y),(u,v) €R* e d((z,y),(u,v) =0 (z=u ed y=v),
2. d((z,y), (u,v)) = d((u,v), (z,y))
3. d((z,y), (u,0)) < d((z,y), (2,1) +d((2,1), (u,0))  V(z,9), (u,0),(2,) €R

Definizione 9.1.2 (Cerchio aperto) Siano assegnati un punto (z.,y,) € R* ed un numero
reale a > 0.
Si definisce cerchio aperto di centro (z.,Yy.) e raggio a l'insieme

C((2o,90),a) = {(z,y) €R?: (z — x.)* + (y — y)* < @’}

146
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Definizione 9.1.3 (Intorno di un punto) Siano assegnati (x.,y.) € R? ed un sottoinsieme
I di R?, cioé I C R2.

(I € unintorno di  (%o,Ys) ) <>def (Ja>0: C((zo,9s),a) CI).

Sard indicato con Z(x.,y,) 'insieme di tutti gli intorni del punto (z.,y,). A tale insieme
appartengono ovviamente i cerchi di centro (.,%,), anche I'insieme R? é un intorno.

Definizione 9.1.4 (Punto di accumulazione) Siano (z.,y,) € R? ed X C R

((wo,Yo) st dice punto di accumulazione per X ) <=g4er (VI € T(x0,yo) si ha: ITNX\ {(xo,y0)} #0).

Indicheremo con D(X) l'insieme dei punti di accumulazione di X, tale insieme sara a volte
chiamato il derivato di X. Se (.,¥,) non ¢ punto di accumulazione per X si dice isolato
rispetto ad X; quindi e possibile dare la seguente:

Definizione 9.1.5 (Punto isolato) Siano (z.,y.) € R? ed X C R%.
((z0,yo)si dice isolato rispetto adX) <= ger (31 € (w0, yo) : IN X\ {(26,95)} = 0) .

Definizione 9.1.6 (Limite) Sia X CR? con X # 0, sia f: X — R e siano (z.,y,) € D(X)
ed { € R.

<( lim  f(z) = f) g VW eZ() 3 € L(wo,yo) :V(z,y) € UNX)\ {(z0,90)} = flz,y) € J.

x7y)_)(x0 7y0)

Come per le funzioni di una variabile si hanno i risultati di unicita del limite, del confronto,
della permanenza del segno, delle operazioni, delle funzioni composte, delle tre funzioni. Di
seguito ci limitiamo ad esporre solo I'enunciato, la dimostrazione si ottiene facilmente tenendo
presente quella valida per le funzioni di una variabile.

Teorema 9.1.2 (Unicita del limite.) Siano X CR? f: X — R ed (zo,y.) € D(X).
3 lim  f(z,y) =/ edﬂ( lim  f(z,y) =m

(a:,y)%(a:o,yo) x»y)ﬁ(xc»yo
Tesi: £ = m.

Teorema 9.1.3 (Confronto) Siano X C R?, (z,,5,) € D(X) ed f,g: X — R.

Supponiamo che 3 lim  f(x,y)=~Ced3 lim g(x,y) =m.
T . (z,y)—>(zo,yo) (z,y)—>(mo,yo)
esi:

1.4 <m= 3l € Z(x0,Yo) : V(z,y) € IN X\ {(zo,y0) }f(z,y) < g(,9);

2. 31 € Z(x0,90) : V(x,y) € IN X\ {(20, o) }f(z,y) < g(x,y) = € < m.

Teorema 9.1.4 (Permanenza del segno) Siano X C R?, (zo,y,) € D(X) ed f: X - R e
supponiamo che:

3 lim  f(z,y) ="

(r,y)—>(mo,yo)

Tesi:
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1. < 0= 3 € Z(xo,Yo) : V(z,y) € IN X\ {(z0,¥0)} f(,y) <O.
2. 31 € L(wo,yo) : V(z,y) € INX \{(20,y0)} f(z,y) < 0= £ <0.

Teorema 9.1.5 (Operazioni) Siano X CR? X # 0, (2.,v,) € D(X) ed f,g: X — R due
funzioni.

Supponiamo che 3 lim  f(z,y)=Ceched lim  g(z,y) =m.
T i (xvy)ﬁ($07y0) (-T,y)_>(-7307yo)
esi:

1. ¥+m=3 lim (f(z,y)+g(z,y)) =+ m.

(ac,y)—>(a:o,yo)

2. Um =3 lim (f(z,y)g9(z,y)) = lm.

(m,y)—>(ﬂco,yo)

flzy) 4

3. 3L =3 lim
(2,y)=(z0,Y0) g(x, y) m

Teorema 9.1.6 (delle tre funzioni) Siano X C R? con X # 0, (v.,y,) € D(X) ed f,g,h :
X — R. Supponiamo che:

1.3 lim  g(zr,y)=+¢3 lim h(x,y) =4

(x7y)_>(x07y0) (x,y)%(xo,yo)
2. 3 € L(wo, yo) + V(w,y) € INX\{(20,50)} 9(x,y) < f(z,y) < h(z,y).
Tesi: 3 lim  f(xz,y) =1L

(x,y)%(xo,yo)

Teorema 9.1.7 (limite delle funzioni composte) Siano X C R?, X #£ 0, (x,,y,) € D(X)
ed f: X — R e siano assegnati anche Z CR con f(X)C Z eg: Z — R.
Suppongo che:

1.3 lim  f(z,y) =,

(ac,y)—>(a:o,yo)

2. 3l € Z(wo,yo) : Y(x,y) € INX \ {(20,y0)} [flz,y) #L.
3.0eD(Z) ed 3Flimg(z) =m.

z—0

Tesi: 3 lim  g(f(z,y)) = m.

($7y)—>($o7yo)

9.2 Funzioni continue.
Definizione 9.2.1 (continuitd) Siano X CR?* X # 0, (zo,y.) € X ed f: X = R.

(((zo,90) € X\ D(X))

1 (f ¢ continua in (o, yo) <=gey § FPPU

\(<xo,yo>eXmD<X> — 3 lm ) = foew)

(z,y)%(mo 7y0)

2. (f e continua su X) <=4y ( V(z0,y0) € X f € continua in (2o, yo).
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Utilizzando il teorema sulle operazioni si ricava che la funzione somma, la funzione prodotto,
la funzione rapporto di funzioni continue ¢ ancora continua. Utilizzando invece il teorema sul
limite di una funzione composta si ricava che anche la funzione composta di funzioni continue
€ ancora continua.

Anche per le funzioni di due variabili & vero un risultato di esistenza di punti di massimo
e di minimo, teorema di Weierstrass. Per poterlo enunciare occorre pero prima dare alcune
definizioni.

Definizione 9.2.2 (insieme limitato) Siano X C R?* X # 0,
(X st dice limitato) <=4e5 (Ja >0 tale che X C C((0,0),a).

Definizione 9.2.3 (punto interno ad un insieme) Siano A C R?*, A # 0, e sia (2o,y,) €

A.
((%o,ys) st dice interno ad A) <=4y (Ja >0 tale che C((zo,ys),a) C A).
Indicheremo con A° I'insieme dei punti interni dell’insieme A
Definizione 9.2.4 (insieme aperto) Siano A CR?* A # (),
(A si dice aperto) <= 4e5 (A = A°).

Un esempio di insieme aperto ¢ un qualunque cerchio aperto C((x., y,),a) di centro (., yo)
e raggio a > 0.

Definizione 9.2.5 (insieme chiuso) Siano X C R? X # (),
(X si dice chiuso) <=4 (R*\ X ¢ aperto.)

~ Un esempio di insieme chiuso ¢ un qualunque cerchio chiuso che ¢ definito come segue
C((2o,0),a) = {(2,y) € R?: (z — 20)* + (y — y0)* < @’}

Teorema 9.2.1 (di WEIERSTRASS) Siano X C R?* X # 0, ed f : X — R. Suppongo
che:

1. X chiuso e limitato,

2. f continua su X,

Tesi: 3 (x1,11), (x2,y2) € X : flx, 1) < fx,y) < flxg,12) Y(z,y) € X.

I punto (x1, 1) si dice punto di minimo assoluto, mentre il punto (s, y2) si dice di massimo
assoluto per f.

La dimostrazione si puo ottenere in modo perfettamente analogo al caso di una funzione di
una variabile.

Anche per le funzioni di due variabili ha senso parlare di uniforme continuita. La relativa
definizione si puo formulare come segue.
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Definizione 9.2.6 (uniforme continuitd) Siano X CR? X #0, ed f : X — R.

Ve>0 30 >0 : V(x1,11),(x2,9) € X

(f € uniformemente continua su X) <=4y
d((z1,91), (22,92)) <0 = [flz1,11) — fa2,50)] <e.

Valgono i seguenti risultati.

Teorema 9.2.2 Siano X CR?, X #0, ed f : X — R sia f uniformemente continua su X

Tesi: f é continua su X.

Teorema 9.2.3 (di HEINE-CANTOR) Siano X CR? X # 0, ed f : X — R. Suppongo

che:
1. X chiuso e limitato,
2. f continua su X,

Tesi: f e uniformemente continua su X.

9.3 Derivate parziali.

In questo paragrafo diamo un cenno al calcolo differenziale per le funzioni di due variabili.
Sostanzialmente si tratta di riformulare nozioni gia considerate per le funzioni di una variabile,
di conseguenza molte delle proprieta considerate in quel contesto si possono ripetere nella
presente trattazione.

Definizione 9.3.1 (derivata parziale rispetto alla variabile z) Siano assegnati X C R?,
X #0, (x.,y,) € X° € sia assegnata una funzione f: X — R.

Se a > 0 ¢ tale che (zo + h,y,) € X° Vh €] — a,a| possiamo considerare la funzione
rapporto incrementale parziale di f rispetto alla variabile x e relativa al punto (x.,y.) ponendo

J(@o +h,yo) = f(20,Yo)

F:—aa—R F(h)= ;

Vh €] —a,al.

Ha senso allora la sequente definizione:

(f € derivabile parzialmente rispetto ad x in (To,Ys)) <=des (3 }llir% F(h) € R).
ﬁ-
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Quando f e derivabile in (z,,y,) rispetto alla variabile x porremo, per definizione,

Y o fl@e +hyye) = f(20,90)
fx(xo,yo) —}ILILI[I)F(h) —}lll_rf(l) )

il numero reale f,(x.,y,) prende il nome di derivata parziale prima di f in (z,,y,) rispetto
alla variabile z; a volte tale derivata si indica anche con il simbolo g—i(a:o, Yo)-

Nel seguito quando diremo che 3 f,(x,, y,) vorremo intendere che esiste la derivata parziale
della funzione f rispetto alla variabile x in (2., ¥y, ) e che f,(x.,y,) € il limite finito della funzione
rapporto incrementale parziale F' prima considerato.

Definizione 9.3.2 (Elasticitd parziale rispetto ad z) Siano assegnati X C R?, X # 0,
(z0,Yo) € X°, sia assegnata una funzione f : X — R tale che si abbia f(z.,y,) # 0, e tale
che 3fr (2o, Yo).

Prende il nome di elasticitd puntuale di f rispetto ad x in (x.,Yy,) il numero:

E(f)(xo,yo) _ xofz(wmyo).

f (o, yO)
Invece si definisce semielasticita puntuale di f rispetto ad x in (xo,yo) il numero:
fo(To, Yo)
E(f)(xs,y0) =~
f(zo, yO)

Definizione 9.3.3 (derivata parziale rispetto alla variabile y) Siano assegnati X C R?
X #0, (x.,y,) € X° € sia assegnata una funzione f: X — R.

Seb >0 ¢ tale che (xo+h,y,) € X° Yh €]—b,b[ possiamo considerare la funzione rapporto
incrementale parziale di f rispetto alla variabile y e relativa al punto (xo,y.) ponendo

Gl-bb—R Gk = LTt ™ 2 —@orbe) gy,

Ha senso allora la sequente definizione:

(f e derivabile parzialmente rispetto ad y in (To,Ys)) <= des (3 ]1613(1) G(k) € R).
Quando f e derivabile in (z,,y,) rispetto alla variabile y porremo, per definizione,

=1 — Li f(x"’yo_'—k)_f(xMyO)
fy(xmyo) — llggr(l) G(k?) = 11611}1(1] k,

il numero reale f,(z.,y,) prende il nome di derivata parziale prima di f in (z.,y,) rispetto
alla variabile y; a volte tale derivata si indica anche con il simbolo g—g(mo, Yo)-

Nel seguito quando diremo che 3 f, (2., yo) vorremo intendere che esiste la derivata parziale
della funzione f rispetto alla variabile y in (x,,y,) € che f,(z.,yo) € il limite finito della funzione
rapporto incrementale parziale G prima considerato.

Definizione 9.3.4 (Elasticitd parziale rispetto ad y) Siano assegnati X C R?* X # (),
(Zo,Y0) € X°, sia assegnata una funzione f : X — R tale che si abbia f(z.,y,) # 0, e tale

che 3f,(zs,ys).
Prende il nome di elasticitda puntuale di f rispetto ad y in (xo,yo) il numero:
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B(f)(aerp) = RAT),

Invece si definisce semielasticita puntuale di f rispetto ad y in (zo,ys) il numero:

B(f) (o) = 212,

Definizione 9.3.5 (gradiente) Siano assegnati X C R?, X #£ 0, (z.,y,) € X° e sia assegna-
ta una funzione f: X — R.
Se esistono fy(%o,Yo) ed fy(xo,Yo) st dice che il vettore (fi(zo,Ys), fy(%o,ys)) definisce il
gradiente di f in (xo,Y,). Esso si indica con il simbolo V f (x,,y,) oppure con grad f(xs,ys).
Si pone allora, per definizione,

Vf (xmyo) —def g’f’CLd f(xmyo) —def (fz('rmyo)vfy(xovy()))

Per una funzione f di una variabile é stato dimostrato che 'esistenza della derivata prima
in un punto interno x, implica la continuita di f in quel punto x,. Per una funzione f di due
variabili I'esistenza delle derivate parziali in un punto interno (z,,y,) non implica la continuita
di f in quel punto. Si consideri infatti la funzione seguente.

0 se z-y=0

f:R* —R f(x,y):{ V(z,y) € R
1 se z-y#0

Tale funzione non é continua nel punto (0,0), perd si verifica facilmente che 3f,(0,0) = 0
ed 3£,(0,0) = 0.

Definizione 9.3.6 (derivata direzionale) Siano assegnati X C R?, X # 0, (z.,y,) € X° e
sia assegnata una funzione f: X — R.

Sia (u,v) € R? con u® +v? =1 e sia anche a > 0 ¢ tale che (v, + tu,y, + tv) € X° Vt €
| —a,al. Sichiama funzione rapporto incrementale direzionale di f rispetto alla direzione (u,v)
e relativa al punto (z.,Yy.) ha funzione

f (o + tu, yo + tv) — f(2o, yo)

H:—-a,a—R H(t)= ;

Vt €] —a,al.

Ha senso allora la sequente definizione:
(f & derivabile nella direzione (u,v) in (Zo,Yo) <>des (HPHS H(t) € R).
_)

Quando f e derivabile in (z,,y,) rispetto alla direzione (u,v) porremo, per definizione,

s o f(wo Ftu, Yo + tv) — f(T0, Yo)
f(u7’l})(x07 yo) - 1155% H(t) - 12% n
il numero reale f(, ) (%s,yo) prende il nome di derivata direzionale prima di f in (zo,¥s)
rispetto alla direzione (u,v).
Si noti che se si assegna la direzione (1,0) allora si ha f1,0)(%o, %) = fz(2o,¥s), mentre se
si assegna la direzione (0,1) si ha fo1)(%o, Yo) = fy(2o, ¥o).
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Come nel caso delle derivate parziali anche l'esistenza della derivata direzionale di una
funzione f in punto (z.,y,) rispetto ad una qualunque direzione (u,v) non implica la continuité
in quel punto. A tale proposito si consideri il seguente esempio.

0 se (x,y)=1(0,0)
f RxR— R definitada f(z,y) = ,
ﬁ se (z,y) # (0,0).
Evidentemente f non ¢ continua nel punto (0,0) perché non esiste il limite in (0,0) di f
quando (x,y) — (0,0) con la condizione y = ma?, cioé quando il punto (z,y) si avvicina al
punto (0,0) lungo le parabole passanti per I'origine del tipo y = maz?.
Si ha infatti:

memZ :p4m

w,ma) = -

zt+m2xt 2t (14 m?) T 1+ m?

Ve #£0, VméeR

quindi la funzione é costante su ciascuna parabola. E allora

m

lim f(z,y) = lim f(z,mz) = T

(a:,y)—)(0,0) 7y:mx2

da cui si deduce che il limite dipende da m, cioé dalla parabola utilizzata, e pertano non
essendo rispettato il teorema di unicitda si deduce che non é continua nell’origine degli assi
cartesiani.

Invece fissato una direzione (u,v) con u? +v* = 1 e con uv # 0 si ha:

f(tu, tv) — £(0,0) 2o tuPv
t sttt 202 a4+ 02

da cui si deduce che: f(,)(0,0) = 0.

Ovviamente se si considera la direzione (u,v) = (1,0) o la direzione (u,v) = (0, 1) si ricava
facilmente che f ha anche queste derivate direzionali ed esse sono ancora nulle, cioé si verifica
facilmente che 3f1,0)(0,0) = 0 e che 3f(1,0)(0,0) = 0.

Definizione 9.3.7 (funzione differenziabile) Siano assegnati X C R?*, X # 0, (zo,y.) €
X° e sia assegnata una funzione f : X — R.

f € differenziabile in (xo,yo)

se e solo se (per definizione)

SabeR: ed 3 lim L Eothyet k)~ faoy.) —ah—bk _
’ (h)—(0,0) JiEi e

Nella definizione si dice che sono individuati almeno due numeri a e b. In realta essi sono
univocamente individuati, e cié si deduce dal seguente risultato.

Considereremo alcune proprieta delle funzioni differenziabili. Alcune di esse sono necessarie
altre sono sufficienti. Cominciamo con quelle necessarie.

0.

Teorema 9.3.1 Siano assegnati X C R?, X # 0, (x,,v,) € X° ed f: X — R differenziabile

in (To, Yo).
Tess

1. E'fx<xo,yo> ed Elfy(wmyo)a
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2. ¥(u,v) € R? conu®? +v? =1 [ ¢ derivabile in (x.,y,) rispetto alla direzione (u,v) e si
ha: f(um) (xm yO) - fa:(CUOa yO)u + fy(-ro’ yO)U;

3. f é continua in (xo, Yo).

Dimostrazione
1) Dall'ipotesi di differenziabilita di f si trovano a,b € R tale che:

3 lim (o +hyo + k) — f(20,90) —ah — Dk
(h,k)—(0,0) m

Ponendo k£ = 0 e considerando h > 0 si ha:

f (@0 + hyye) = f(zo,ye) — ah _

0.

li =0.
hi\r(IJl‘*‘ h
cloé:
llm f(xo —I— h) yO) f(x07 yo) al = 0
h—0+ h
e quindi:
. - f(xo + hyyo) = f(20,Y0) _
fo(o,yo) =def hliréh 3 =a
Cioé la tesi:
fz(xm yO) =a

Ponendo invece h = 0 e considerando k > 0, con ragionamento analogo, si ha f,(z., yo) = b.

2) Assegnato (u,v) € R? con u* + v* = 1 e considerato ¢t > 0 si prenda h = tu e k = tv,
utilizzando poi l'ipotesi di differenziabilita si ha:

f (o 4 tu, yo + tv) — f(o,y0) = fo(¥o, Yo)tu — fy (o, yo)tv

t—0t i

=0.

cloé

EI ],lm f(l‘o + tu? yo + tv) - f($07 yo)
t—0+ t

Si deduce che:

- fx(l“o,yo)u - fy(l‘o,yo)v = 0.

Fouy (o, o) = 3 Tim I (Fo 1Yo £ 10) = F(o, ye)

t—0t t

= fx(x07 yo)u + fy(mo; yo)v.
cioé la tesi:
f(u,v)(a707 Yo) = fu(To, Yo)u + fy(xm Yo ).

3)Per dimostrare che f ¢ continua in (z.,y,) occorre notare che si ha:

f('r0+h> y0+k)_f(x07yo> = f(x0+h7y0+k)_f(x07 y0>_f$(x07y0)h_fy<x07 y0>k+fx(x07y0)h+fy<x07 yo)k =
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f(xo + h’7 Yo + k) - f(xm?JO) - fx(xoﬁ yo)h - fy(xo,yo)

k
VIZ R VIR 12 4 fo(wo, yo) b+ fy(wo, yo)k

quindi:
|f(x0 + h7 Yo + k) - f(xmyo)‘ S

fo +hyyo + k) = f(20,90) = falor yo)h = fy(@o, Yo )k | s
N h? + k2

+ 1 fe(o, yo) [ 1h] + | fe (o, 5o )| K|

Per il teorema del confronto per i limiti si ha la tesi:

(h,kl)lir%0,0) £t hoio - K) = fl@e,3e)] =0,

cioe:

1‘ o y Yo - oy Yo )-
(hyk)lgzwf(x +hyo + k) = f@a, 40)-C

Definizione 9.3.8 (differenziale) Siano assegnati X C R*, X # 0, (v.,y,) € X° e sia
f: X — R differenziabile in (xo, o).

Si definisce differenziale di f in (x.,ys), € si denota con il simbolo df (x.,y,) oppure con il
simbolo f'(xo,ys), la funzione:

df (To,9o) : RZ — R df (o, Yo) (M k) =des fo(Tosyo)h + fy(To,y0)k V(R k) € R%

Si noti che il differenziale € una funzione lineare delle variabili (h,k), esso si pud allora
scrivere come prodotto scalare euclideo in R? tra il vettore gradiente (fi(zo,vo), fy(2o,vs)) ed il
vettore (h, k). Clioé:

df([[’o,yo)<h, k) :def fx(wm yo)h‘ + fy(xmyO)k = (Vf(xoayo)? (h7 k)) v<h7 k) E RQ'

Il seguente risultato fornisce una condizione sufficiente perche una funzione sia differenziabile.

Teorema 9.3.2 (del differenziale totale) Siano assegnati X C R?, X # 0, (2.,9,) € X° e
sia f: X — R per la quale si supponga che: p > 0: I((o,Ys),p) € X tale che:

Elfx(xay)a fy(xay) V(.Z',y) E [((xo’yO)a/)) € S0no contmue ’I,’I?, (x07y0)'
Tesi: f é differenziabile in (zo,yo).

Dimostrazione: Per dimostrare la tesi considero (h, k) con h* + k* < p? e 'espressione:

f(@o +h,yo + k) = f(T0,Y0) = fol@o, yo)h — fy(T0, Yo )k
VhZ+ k2 '
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Ad essa, dopo averla semplificata utilizzando il teorema di Lagrange, applico le ipotesi di
continuita delle due derivate parziali in (., yo).
Per questo osservo che esistono 6(h) €]0, 1] ed n(k) €]0, 1] tale che si abbia:

f(xo + h,yo + k) - f(xmyo) - x(xoa y0>h - fy(xmyo)k —
VIZ TR

f(xo +h,yo + k) - f(xo +h, yO) + f(wo + h,yo) - f(xo, yO) - fm(l‘m yO)h - fy(mo, yO)k
Vh? + k?

fy(xo +h,yo + U(k)k)k + fac(xo + Q(h)h, yO)h - fx(xcn yO)h - fy(mo, yO)k
h* + k2

(fw(xo + 9<h)hv yO) _ fw(xmyO)) h + (fy(xo + hvyo + U(k)k?) B fy(xmyo» k

Quindi considerando il valore assoluto delle frazioni considerate e utilizzando la proprieta
di subadditivita dello stesso valore assoluto si ottiene:

f(xo + h7y0 + k) - f(xmyo) - fw<x07 y0>h - fy(xoayo)k
NEE

‘(fx(xo + Q(h)h,yo) - fz(xoa yo)) h’ + (fy(xo + h: yo + W(k)k) - f?J(an yo)) k| <
N .

|(fal(zo +0()h, yo) = falwo,y0)) bl + [(fy (2o + Py yo + n(K)K) — fy(%0,y0)) K|
N

1] K|

|(fo(2o +0(R)R, Yo) — fulo,¥o))] Wﬂ(fy(% + Ry yo +n(k)E) — fy (70, Y0)) N <

|(fal@o + 0(R) s yo) = fa(o, yo))| + |(fy (o + Dy yo + n(K)E) = fy(0, o))

Fissato allora ¢ > 0 per la continuita della derivata f, e della derivata f, esiste 6 > 0, che
posso supporre sia minore di p, tale che V(h, k) con h? + k* < 2 si abbia

((Falize + by + K) = fulza o)) < 5

(Fy e+ Do+ ) = fy o,y < 5

Poiche si ha anche (6(h)h)* < 62 e h? + (n(k)k)? < 62 segue la tesi.<)

Teorema 9.3.3 (derivata di una funzione composta) Siano assegnati X C R?*, X # 0,
(To,Yo) € X° e sia f: X —> R differenziabile in (zo,yo).

Inoltre si considerino a,b € R con a < b e t, €]a,b[ e siano assegnate le due funzioni
a, : la,b] — R per le quali si ha:
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1. Oz(to) =z, ed B(to) = Yo
2. (a(t),B(t) € X Vte [a,b
3. 3 (to) ed 3B (t,).

Si consideri infine la funzione composta g : [a,b] — R ¢g(t) = f(a(t), 5(t)) Vt € [a,b]
Tesi: 3¢’ (to) = fao(a(ts), B(ts))d (ts) + fy(al(ts), B(ts)) B (to)-

Dimostrazione: Sia 7 € R tale che t, + 7 € [a, b], occorre provare che

g(t0+T)_g(t0> /( )

lin ) = §(t) = fulalte), B(t))2' (t) + f,(a(ts), Bt (1),
Cioe che:
tiy L@ £ 7). e 7)) = Flalte)- BU) _ ¢ (1), B1))a (1) + £y alta), B(t)B (1),

T—0 T

Poiche f e differenziabile in (z,,y,) si ha:

fl@o+h,yo + k) — f(2o,0) = fa(Zo, Yo)h — fy(To,Yo)k

3  lim =0.
(hk)=(0,0) Vh? + k?
Quindi esiste w(h, k) con  lim w(h, k) = 0 tale che sia:

(hk)—(0,0)
f(@o +hyo + k) = f(2o, o) + fulTo,yo)h + fy(xmeO)k +w(h, k)Vh* + k?
Ponendo poi h = a(t, +7) — a(ts) e k = (to +7) — B(ts) si ha:

flalto +7), Bt +7)) = [ (2o, Yo) = fa(o, yo)(alto +7) — axlto)) + fy (2o, 4o ) (B(te +7) = B(to))+

wla(te +7) = alte), Bt +7) = Bte))V/(alte + 7) — alte)) + (Blto + ) — B(to))?

Dividendo ambo i membri per 7 si ha:

f(a<t0 + T)v ﬁ(to + T)) _ f(a(to)v B(to))

T

a(to + 7) — afts) B(ts + 1) — B(to)

= fo(Zo, Yo) +

+fy (o, Yo)

wlalte +7) — alts) At + ) — (e YT =W H (Bl 1) Z )R

T

afto +17) — afto) plto +7) = B(to)

fx('xmyo) +fy(x07y0> T +

wlalte +7) — alta), Blte +7) — |W (fo 1) — alt) + (Blts £ 7) — PP _
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alte +7) — alt,) B(to +7) — B(ts)

fl‘(x07y0) +fy(xoay0> T +

w(olte +7) = alte), B(te +7) - 5@0))':—'% (alte +7) = alte)? + (Bt +7) = B(t)? _

72

alte + 1) — alt,) B(to +7) — B(ts)

fz(l‘o;yo) +fy(xoay0> T +

w(alty +7) — al(ts), Bto +7) — 5(to))|:_|\/<a(to + ’77)_ — a(to)) n (B(to + ’77)_ —~ B(to)) |

Considerando il limite per 7 — 0 e tenendo conto che, per ipotesi, risulta:

lim w(a(to +7) — a(ty), B(te + 7) — B(ts)) =0, lim afto +7) — afto) —d/(t,) e lim Blte + 1) — B(to)

70 70 T 70 T

si ha la tesi. &

Come per le funzioni di una variabile anche per quelle di due variabili si puo parlare di
derivate di ordine due.

Esistono allora le derivate prime della derivata f,, cioe le derivate seconde f,, ed f;,. La
prima prende il nome di derivata seconda pura rispetto alla variabile z, la seconda invece si
chiama derivata seconda mista fatta prima rispetto alla variabile z e poi rispetto alla variabile
Y.

In modo analogo sono definite le derivate prime della derivata f,; sono cioé definite le
derivate seconde f,, ed f,,. La prima prende il nome di derivata seconda mista fatta prima
rispetto alla variabile y e poi rispetto alla variabile x, la seconda invece si chiama derivata
seconda pura rispetto alla variabile y.

Queste quattro derivate definiscono una matrice quadrata, che si denota con Hy(z,y) e che
si chiama la matrice Hessiana di f. La prima riga ha le derivate prime della derivata f,, mentre
la seconda riga ha le derivate prime della derivata f,.

La sua definizione e:

Joz (2,y)  foy (2,y)
fya (@,9)  fyy (2,9)

Il seguente risultato consente di affermare quando tale matrice e simmetrica, cioe quando

Si ha fmy (:v,y) = fyw ($’y)

Teorema 9.3.4 (di SCHWARTZ) Siano assegnati X C R?*, X # 0, (z.,y,) € X° e sia
assegnata una funzione f : X — R per la quale si supponga che: 3p > 0: I((xo,9s),p) € X
e tale che:

Hp(z,y) =

1. 3fu(z,y), fy(z,y) Y(z,y) € I((zo,Ys), p) € sono continue in 1((xs,Yys), p).

2. Afay(@,y), fyu(@,y) V(2,y) € I((20,Y0), p) € sono continue in (2o, yo)
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Tesi: foy(To,Yo) = fay(To, Yo)-
Dimostrazione: Considero (h, k) tale che h? + k? < p? e I'espressione

F(h,k) = f(zo + h,yo + k) — f(zo + hyyo) — [0, yo + k) + fo, Yo).

Ponendo G(z) = f(z,y, + k) — f(z,v,) si ha G(x, + h) — G(x,) = F(h,k), inoltre G &
derivabile e si ha: G'(z) = f.(z,yo + k) — fo(x,9,). Si puo allora applicare il teorema di
Lagrange a G sull'intervallo [z, z, + h| ed 3a(h) €]0, 1] tale che:

F(h, k) = G(xo+h)—G(zo) = G'(xzo+a(h)h)h = (fo(zo + a(h)h,yo + k) — fo(xo + a(h)h,ys)) h

Riapplicando il teorema di Lagrange alla funzione f,(z, + a(h)h,y) rispetto alla variabile
y sull’intervallo [y.,yo + k] 3B(k) €]0, 1] tale che:

F(h,k) = G(xo+h)—G(xo) = G'(wo+a(h)h)h = (fo(xo + a(h)h, yo + k) — folze + a(h)h, yo)) h =

(fay(o + (h)h, yo + B(K)K)) hi:.

In modo perfettamente analogo, applicando il medesimo ragionamento alla funzione H(y) =
f(zo+ h,y) — f(xo,y) sull’intervallo [y, yo + k|, si prova che 3y(k) €]0, 1] tale che:

F(h,k) = H(yo+k)—H(yo) = H'(yo+y(k)k)k = (fy (2o + b, yo + v (k)E) — fy(20, Yo +y(K)K)) k.

Riapplicando ora il teorema di Lagrange alla funzione f,(z, y,+7(k)k) rispetto alla variabile
x sull’intervallo [x., 2, + h] In(h) €]0, 1] tale che:

F(h,k) = H(yo+k)—H(yo) = H' (yo+v(k)k)k = (fy(w0 + h,yo +v(k)k) — fy (20, yoy(k)E)) h =

(fyz(@o +n(h)h, yo + y(k)K)) hik.
Concludendo questa fase si pué dire che: 3a(h), B(k),v(k),n(h) €]0, 1] tale che:

Joy(@o + alh)h, yo + B(R)K) = fya(zo +n(h)h, yo +~(R)k).

Dall’ipotesi di continuita per le derivate parziali seconde si ha:

3, oo by B) = foy(roge) ed anche 3 lm - fou(e oy 4 K) = (o, 00).

Applicando ora la definizione di limite si ottiene la tesi, cioe: fu, (o, Yo) = fya(zo, Yo).<&

Il risultato sulla coincidenza delle derivate seconde si estende facilmente alle derivate di
ordine superiore. Quindi ad esempio, in ipotesi di continuita delle derivate di ordine tre,
applicando il teorema di SCHWARTYZ si ha foyy = fyzy = fyya-

Il ragionamento si estende ovviamente alle derivate di ordine superiore
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Osservazione 9.3.1 Se le derivate seconde miste non sono continue in (xo,y,) non é detto
che si abbia

fa:y(wm yO) = fxy(xm yO)-

Per questo motivo si consideri il seguente esempio:

2

a:y;jrzz se si ha (z,y) # (0,0)

flz,y) =
0 se si ha (z,y) = (0,0)

Le derivate prime della funzione data sono:

y% se si ha (z,y) # (0,0) w6 ha (x,y) # (0,
(z2+y?) (z2+y?)
folz,y) = ed fy(z,y) =
0 sesiha (z,y)=(0,0) 0 sesiha (z,y)=1(0,0)
Le derivate seconde miste nell’origine sono rispettivamente: f,,(0,0) = —1 ed f,,(0,0) =
1.$

Una funzione reale f definita su un insieme aperto X di R? che sia continua e che abbia
derivate parziali prime e seconde tutte continue si dice che & di clesse C?.

Indicheremo con C?(X) l'insieme di tutte queste funzioni f. Pill in generale, assegnato
n € N, indicheremo con C™(X) I'insieme di tutte le funzioni reali f definite sull'insieme aperto
X che sono continue e che hanno tutte le derivate parziali fino all’ordine n compreso e tutte
sono continue.

Definizione 9.3.9 (Polinomio di Taylor) Siano assegnati X C R*, X # 0, (z,,y,) € X° ¢
sia f: X — R tale che:

1. X ¢ aperto (cioe X = X°)
2. f e C*X)

Consideriamo (h,k) € R? la funzione

Pyl ) = (o 0o) o eV fy (s 9Dt (oo 0o 2y s fyp s 9)K2)

prende il nome di polinomio di Taylor di ordine 2 della funzione f di punto iniziale (xo,yo)

11 seguente risultato lega il valore f(x, + h,y, + k) della funzione ed il suo polinomio di Taylor
di ordine 2.

Teorema 9.3.5 (di Taylor) Siano assegnati X CR?, X # 0, (2o,y,) € X° esia f: X — R
tale che:

1. X ¢ aperto (cioe X = X°)

2. feC*X)
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Tesi: 3 lim f(@o + b yo + k) = Polh, k)

=0.
(h,k)—(0,0) h? + k2

Dimostrazione: Dal teorema precedente si deduce che esiste 6 €]0, 1] tale che

f(xo + h,yo + k) - f(xmyo) - fx(l'o; yo)h - fy(x%yo)k =

(foa(zo + Oh, yo + 0k)W> + 20y (xo + Oh, yo + Ok)hk + fyy(x0 + Oh, yo + 0K)K?) .

DN | —

Ne segue che

Ri(or ), (1)) = 5([Faalt + Oy i+ 0K) = Fon (e, )] o+

2 [.fmy(xo + ehwyo + Qk) - fwy(moa yo)] hk + [fyy($0 + 9h7y0 + Hk) - fyy(xoayo)kﬂ)'

Ne segue che:

R((wo,y0), (h, k) | _

1 h?
h? 4 k2 -2

(h2+k2

|fx:c($o + ehayo + 6‘]{7) - fxa)(mo,yo)l +

2 | hk| =

m |fwy(xo +0h,y, + 9[{;) - fmy(xm%” + m |fyy(xo +0h,y, + Hk) - fyy(xo; yO)l)

<1, 2k <

h2+k2 = 4y p2iR? h2+k2 < 1 si ha:

E quindi essendo

R((2o,Yo), (h k))
h? + k2

1
§[|f:{:x($o+0h y0+9k) fxx(x07y0)|+

|f:vy($o +0h,y, + 9/-{5) - fmy(x0790)| + |fyy(xo +0h,y, + ek) - fyy(xm yO)”

La continuita delle derivate seconde fornisce la tesi.<

Definizione 9.3.10 (Formula di Taylor con resto di Peano) Siano assegnati X C R?,
X #0, (25,9,) € X° € sia f: X — R tale che:

1. X ¢é aperto (cioé¢ X = X°)
2. feC*X)

Consideriamo (h,k) € R? ed il polinomio di Taylor di ordine 2:

Py(h, k) = f(20, Yo)+ fu(o, Z/o)h+fy($o, y0>k+ (fmc(xo’ yO)h + zfxy(fl:o’ Yo) Rk + fyy(xm y0>k2)
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Considerato poi (h, k) € R? tale che (xo + h,yo + k) € X, la differenza f(zo + h,yo + k) —
Py(h, k) definisce un quantitd che sard indicata con Re(h, k) e che prende il nome di resto nella
forma di Peano.

La relazione:

flzo+ h,yo + k) = Py(h, k) + Ra(h, k) =

o 0e) ol YD+ Fy s o 5 (fo 9D+ 2o (s gD + i s 9o )H2) + R )

prende il nome di formula di Taylor di ordine 2 di f di punto iniziale (zo,yo).

Come nel caso delle funzioni di una variabile esiste la formula di Taylor con il resto nella
forma di Lagrange.

Teorema 9.3.6 (Formula di Taylor nella forma di Lagrange) Siano assegnati X C R?
X #0, (20,y,) € X° € sia f: X — R tale che:

1. X ¢ aperto (cioée X = X°)
2. feC*X)

Sia (h,k) € R? con (z, + th,y, +tk) € X Vt e [0,1]
Tesi: 36 €]0, 1] tale che:

f(@o +hyo + k) = f(20,Yo) + fo(To, Yo) + fy(w0, Yo )kt

1
3 (foa(zo + Oh,yo + Ok)W* + 2[4y (2o + Oh, yo + Ok) Rk + [y (26 + Oh, yo + Ok)K?) .

La formula appena scritta si definisce formula di Taylor di ordine 1 di f di punto iniziale
(9507 yo) :
Dimostrazione: Considero la funzione g : [0, 1] — R definita dalla relazione:

g(t) = f((xo +th,y, + tk)) Vt € [0,1].

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte la funzione g ha derivate prima e
seconda continua e, utilizzando anche il teorema di SCHWARTYZ si ha:

g (t) = fol@we + th,yo + th)h + fy(zo + th,yo + th)k

' (t) = foe(xo +th,yo + tk)h* + 2fuy(To + th,yo + th)hk + fuu (2o + th,yo + th)k?.

Quindi considerando la formula di Taylor con il resto di Lagrange per g esiste 6 €]0, 1 per
cui si ha:

9(1) = 9(0) + ¢(0) + 34"

che fornisce la tesi perché si ha: g(1) = f(xo + h,yo + k) € g(0) = f(20,95).<
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9.4 Massimi e minimi relativi interni.

In questo paragrafo si presentano alcune condizioni necessarie ed alcune condizioni sufficienti
in modo che un punto (., y,) interno ad un insieme X sia di massimo o di minimo relativo per
una funzione assegnata f.

Definizione 9.4.1 (punto di massimo o di minimo relativo) Siano assegnati X C RZ
X #0, (xo,y,) € X esia f: X — R.

1. (z0,Yo) € punto di minimo relativo per f su X

se e solo se (per definizione)
p>0: V(z,y) € XNI((70,50),0) [flwo,90) < fl2,).

2. (xo,Yo) € punto di massimo relativo per f su X

se e solo se (per definizione),
Ip>0: V(z,y) € XNI((20,¥0),p) fl0,y0) = flz,9y).

Vale il seguente risultato:

Teorema 9.4.1 (FERMAT) Siano assegnati X CR?, X # 0, (v0,9,) € X e sia f: X —
R.

Suppongo che:
1. (%0,Yo) € punto di minimo o di massimo relativo per f su X;
2. (2o,10) € X°;
3. 3fu(o,y0), ed Ify(xo,yo).
Tesi: fu(zo,ys) =0 ed fy(zs,y,) = 0.

Dimostrazione: Poiche (z.,y,) € X° esiste p; > 0 tale che si abbia I((z.,9.),p1) C X.
Inoltre se (x,,¥y,) € punto di minimo relativo per f su X esiste p > 0 tale che si abbia

f(@o,y0) < fx,y) V(z,y) € I((xo, o), p2) N X
Posto allora p = min {py, p2} si ha

(2o, y0) < flx,y) V(z,y) € I((%o, o), p)-

Ponendo y = y, si ottiene:

f(@o,90) < f(w,90) Va tale che (z,5) € I((2o,Yo), p)-

Per il teorema di Fermat per funzioni di una variabile si ottiene la tesi, cioe:

fe(xo,y0) = 0.
Ponendo invece x = x, si ottiene, in modo analogo,
fy(o,95) = 0.

La stessa tesi si ottiene se (z,,¥y,) € punto di massimo relativo per f.{
Le condizioni dimostrate si denotano nel seguito come condizioni di stazionarieta per f in
(%o,Yo). A tale proposito si pué considerare la seguente definizione.
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Definizione 9.4.2 (punto stazionario) Siano assegnati X C R?, X # 0, (z,,v,) € X° sia
f: X — R e suppongo che: 3f,(xo,ys), ed 3fy(zo,ys).

((z0,y0) st dice stazionario ) <= gef ( fo(To,ys) =0 ed fy(xo,y,) =0).

Ovviamente, come nel caso di funzioni di una variabile, esse non sono in generale sufficienti
perche il punto sia di massimo o di minimo relativo. A tale scopo si consideri il seguente
esempio.

La funzione f : R?> — R definita dalla relazione f(x,y) = 2* —y> V(z,y) € R? ha le
derivate parziali prime nulle nell’origine, cioe si ha f,(0,0) = 0 ed f,(0,0) = 0. Naturalmente
(0,0) non ¢ ne di massimo e ne di minimo per f ne assoluto e ne relativo.

Vale anche la seguente condizione necessaria.

Teorema 9.4.2 Siano assegnati X CR?*, X # 0, (zo,y,) € X e sia f: X — R.
Suppongo che:

1. (2o,Yo) € punto di minimo relativo per f su X;
2. (xo,yo) € X°;
5. feC*X°).

Tesi:
fo(@o,90) =0 fy(20,90) =0,
ed
foo(@o,yo) = 0, fuy(@o,yo) =0, fau(Zo, Yo) fyy (o, Yo) — (fay(20,ys))? > 0.

Dimostrazione: Le condizioni riguardanti le derivate prime sono state verificate nel teorema di
FERMAT.

Per dimostrare quelle del secondo ordine considero (h, k) € R?, poiche (x,,,) € X°, esiste
d > 0 tale che Vt €] — §,0[ si ha (z, + th,y, + tk) € X° Vt €] —4,0[.

Poiche (z.,y,) € punto di minimo relativo per f su X, ¢ = 0 e punto di minimo relativo
per la funzione t €] — §,0[— g(t) = f(xo + th,y, + tk). Per i risultati per le funzioni di una
variabile si ha: ¢”(0) > 0, cioe

foa(To, yo) B + 2fyy(To, Yo )Rk + fyy(xo,yo)k:2 >0 V(h k)R

Ponendo ora h = 1 e k = 0 si ottiene f,.(zo,¥,) > 0, ponendo poi h = 0 e k = 1 si ricava

foy(o,0) 2 0.

Infine, essendo non negativa 'espressione quadratica in (h, k) per qualunque (h, k) € R?, il
suo discriminante ¢ non positivo.

Cioe si ha:

(fxy(xmyO))Q - fmt(xm yO)fyy(xo; yo) <0.

Cambiandone il segno si ha anche 'ultima disuguaglianza.<
Analogo risultato si ottiene per il caso in cui il punto & di massimo relativo.

Teorema 9.4.3 Siano assegnati X CR?*, X # 0, (zo,y,) € X e sia f: X — R.
Suppongo che:
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1. (x6,Y0) € punto di massimo relativo per f su X;
2. (To,9) € X°;
3. feC?X°).

Tesu:
fo(@o,90) =0 fy(20,90) = 0,
ed
For(Toy9o) 0, Fuy(@os6) <0, Fuu(Tos Yo) Fuy(Tor Yo) — (Fuy(o,0))? > 0.

La dimostrazione ¢ simile alla precedente e viene lasciata per esercizio al lettore.<$>

Le condizioni precedenti non sono sufficienti ad avere il punto di massimo o di minimo
relativo. Si consideri a tal proposito la funzione: f(z,y) = 23 — 3. Per essa lorigine degli assi
cartesiani e stazionario e sono nulle in esso anche tutte le derivate di ordine due. Tale punto
pero non ¢ ne di massimo e ne di minimo per f.

Prima di considerare alcune condizioni sufficienti introduciamo la definizione di forma
quadratica bidimensionale ed alcune sue proprieta.

Definizione 9.4.3 (Forma quadratica bidimensionale) Siano assegnati o, 3,y € R.
Si definisce forma quadratica bidimensionale la funzione Q : R> — R V(h, k) € R? Q(h, k) =
ah? + 28hk + vk?

1. Q € definita positiva <=4; V(h,k) € R?\ {(0,0)} Q(h,k) >0,
2. Q € semidefinita positiva <—>4p Y(h,k) € R\ {(0,0)} Q(h,k) >0,
3. Q € definita negativa <=4 V(h,k) € R*\ {(0,0)} Q(h,k) <0,
4. Q € semidefinita negativa <—4; V(h, k) € R*\ {(0,0)} Q(h,k) <O0.

5. Q €indefinita <4y I(h, k), (u,v) € R2\ {(0,0)} : Q(h,k)>0e Q(u,v) <0).

Teorema 9.4.4 Siano assegnati o, 3,7 € R e sia Q : R? — R la forma quadratica definita
da: V(h,k) € R?  Q(h,k) = ah® + 28hk + ~k?
Tesi

1. Q(th,tk) = *Q(h, k) VY(h,k) e R* VteR,

2. ay—pF%>0, a > 0= Q definita positiva = Jc > 0V(h, k) € R*\{(0,0)} Q(h, k) >
c(h?* + k?)
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3. ay—f2>0, a<0= @Q definita negativa = Jc > 0 V(h,k) € R?\
{(0,00}  Q(hk) < —c(h®+k?)

Dimostrazione. La verifica di 1) é immediata.

Per avere la 2) osservo anzitutto che si ha anche v > 0.

Risulta anche: Q(h,0) = ah? >0 Vh # Oe, per k # 0, Q(h, k) = k> [a (%)2 +26% + ”y} Vk #
0

Infine si noti che il trinomio in parentesi quadre ha discriminante negativo perché si ha
avy — 32 > 0, quindi é positivo.$>

Una condizione sufficiente che utilizza le derivate seconde e rappresentata dal seguente
teorema.

Teorema 9.4.5 Siano assegnati X CR?*, X # 0, (zo,y.) € X e sia f: X — R.
Suppongo che:

1. (2o,90) € X°;
2. [ € C*X°);
3. fx(xm%) =0 fy($07?/0) =0,

Tesi: i) fou(To, o) >0, fou(To, Yo) fyy(Tos Yo) — (fay (To, ¥6))? > 0 = (20,Ys) € punto di minimo
relativo.

i) foz(To,Yo) <0, fou(Zo, Yo) fyy(To, Yo) — (fxy(:vo,yo))2 > 0= (2,Y) € punto di massimo
relativo.

1) frw(Toy Yo) fuy(To, Yo) — (fay(To, Yo))? < 0 = (@0, yo) non & né di massimo né di minimo.

Dimostrazione: Sia (h, k) tale si abbia anche (x, + h,y, + k) € X. Consideriamo la formula
di Taylor di f di punto iniziale (x,,y,) con il resto nella forma di Peano tenendo conto che si

ha fx(xmyO) =0 fy(xmyO) = 0.

(foo(@o, Yo)h? + 2 fuy(To, Yo )Rk + fyy(To, yo)k®) + Rao(h, k)

N | —

f(xo +hayo+k> - f(anyO) =
Nell’ipotesi i) verifichiamo che esiste ¢ > 0 per cui si ha:
Q(h, k) = fuo(To, Yo)h® + 2 fuy (o, Yo) Rk + fyy (o, yo)k* > ¢ (B> + k%) V(h, k) € R

Infatti si consideri la funzione @ sull'insieme S = {(u,v) € R? : u® + v? = 1}; Q é continua
S é chiuso e limitato, per il teorema di Weierstrass, esiste ¢ > 0 tale che si abbia:

Q(u,v) >c V(u,v) € R

Preso ora (h,k) € R? considero (u,v) = ( Wthk:?’ ﬁzik@)’ evidentemente si ha (u,v) =
( \/h?hW’ \/hfW) € S quindi vale la relazione:
h k
Q( ) >c¢

VA2 + k2 /h? + k2

risulta pero



9.5. Massimi e minimi vincolati. 167

h k Q(h, k)

R e oy A

quindi si ha:

Q(h, k)
>
W2k = ©

cloé
Q(h, k) > c(h® + k?).

Tornando alla formula di Taylor si ha:

f(xo + h7y0 + k) - f(xmyo) > g(h2 + kZ) + RQ(hu k)
cioé
f(xo + h‘7y0 + k) — f('ro;yo) > E + RZ(ha k)
h? + k2 2 RP+k?
Tenendo presente la definizione di limite e assegnando § esiste I € Z (., y.) tale che V(h, k) €

R? con (2o + h,yo + k) € TN X\ {(20,50)} si ha —¢ < H2lb) < ¢

Quindi V(h, k) € R? con (zo + h,yo + k) € IN X \ {(20,yo)} risulta:

f(xo +hayo+k) - f(on,yo)
h? + k?

+ R?(hv k) >

C C C
2 h24+k2 — 2

&
-=->0
4 4 ’

>

cioé

f(xo +hayo +k:) _f<xoayo)

21 k2 >0

V(h,k) €R* con (204 h,yo +k) €INX\{(z0,v0)}

da cui si deduce che (z,,y,) é punto di minimo relativo. Cioé si ha:

V(h,k) € R* con (w0 +h,yo +k) ETNX\{(T0,%)} [T+ h,yo+ k) > f20,9).

Analoga ¢é la dimostrazione dei punti i) e iii).{

9.5 Massimi e minimi vincolati.

In questo presentiamo alcune condizioni necessarie ed alcune condizioni sufficienti in modo
che un punto (z,,y,) sia di massimo o di minimo relativo per una funzione assegnata f. Con-
sideremo il caso in cui f, pur essendo una funzione reale definita su un insieme X dotato di
punti interni, vada studiata su un sottoinsieme Z, che chiameremo vincolo, di X. L’insieme Z
é privo di punti interni, cioé risulta Z° = (), e verifica anche la seguente ipotesi di regolarité.

Definizione 9.5.1 (vincolo regolare) Siano assegnati X C R*, X # 0, X aperto, g: X —
R, e si consideri Z = {(x,y) € X : g(x,y) =0} con Z # 0.
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(Z € regolare) <=4y (g c OY(X) ese Y(wo,y0) € Z (ggﬁ(ﬂvo,yo))2 + (gy(a:o,yo))2 > 0.)

Quindi un vincolo per essere regolare non deve avere punti stazionari per la funzione g che
lo definisce. Il seguente risultato permette di affermare che un vincolo regolare ¢ localmente
grafico di una funzione.

Teorema 9.5.1 (del DINTI) Siano assegnati X C R?, X # (0, X aperto, g : X — R,
Z={(z,y) € X : g(x,y) =0}, Z # 0 ed (vo,y,) € Z. Suppongo:

1. g continua in X.
2. dg, continua in X

3. gy(2o,y0) #0

Tesi:
i) 30 >0 ed J|u : [xo — I, 25 + 0] —> R continua tale che

u(zo) = Yo,
(x,u(z)) € X Vze€ [z, —0,x,+ 0] :
glx,u(x)) =0 V€ |r,—0d,x,+76], cioe (z,u(r)) € Z V€ [r,— 0,1, + 0]

ii) Se 3g. continua in X allora

gy, u(z))
iii) Se poi, assegnato k € N, si ha anche: g € C*(X) allora u € C*([z, — 0, 75 + ]).

Vo € [xo — 0,20 + ).

Dimostrazione: Essendo g¢,(z.,v,) # 0, sia g,(z.,y,) > 0. Poiche g, ¢ continua in X che
é aperto, esiste @ > 0 tale che [z, — a, o, + @] X [yo — @, yo + o] C X° e tale che si abbia
gy(z,y) >0 Y(z,y) € [1o — @, 6 + @] X [Yo — @, Yo + Q.

Ovviamente risulta anche g,(z.,y) > 0 Vy € [yo — o, Yo + ], quindi la funzione g(x,,y) €
strettamente crescente sull’'intervallo [y, — a, yo + «]. Inoltre essendo anche g(x,,y,) = 0 si ha
anche g(x,y, — ) < 0 e g(zo,yo + ) > 0.

Esiste allora 6 > 0 tale che si abbia anche g(z,y, — @) < 0 Vo € [z, — d,2, + 0] €
g(x,yo —a) >0 Vx € [z, — I, z, + J]. Suppongo, per comodita, che si abbia anche ¢ < a.

Considerato ora T € [z, —d, 2, + 4] la funzione y € [yo —a, yo +a] — ¢(T, y) ¢ strettamente
crescente, quindi esiste un unico ¥ € [y, — a, Yo + ] tale che si abbia g(Z,7) = 0. Pongo ora
u(T) = 7.

Ovviamente si ha u(z,) = yo. Quindi u ¢ definita sull’intervallo [z, — §, z, + §] ed ha valori
nell'intervallo [y, — o, yo + a].

L’unicita di u segue dal modo con cui e stata costruita.

La continuita della funzione u e stata gia di fatto verificata nella dimostrazione appena
conclusa per dimostrare 'esistenza di u.
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Infatti dopo aver fissato o > 0 & stato individuato 6 > 0 con le proprieta appena dette. Ora
poiche « e arbitrario, resta provata la continuita di v in x,. La continuita negli altri punti si
prova allo stesso modo.

Nell'ipotesi che esista g, € C(X), per dimostrare che u é derivabile in x,, considero h # 0
tale che x, + h € [z, — 0,2, + 0].

Verifico che:

- u(zo +h) —u(x,) _g:c(%,u(%))
9 m h T (e ul(z.))

Cioé che vale la seguente definizione di limite:

u(o +h) —ulto) | gu(o, u(w.))

Ve >0 dn >0 n <o tale che Vh €]—n,n[\ {0} si ha: + <e€
] [\ {0} . PRENTES)
Fisso € > 0 e considero ora la funzione
(xay) € [l’o —(5,$’0+5] X [yO —Oé,yo‘l‘a] — M eR.
gy(z,y)

Poiché essa é continua, assegnato € > 0 esiste v > 0, per il quale si pu6 supporre che si
abbia anche v < § e v < «, tale che:

V(2,y) € [to =7, %0 + 9] X [yo — 7,90 +9]  risulti 9:(00) _ Gelerbo)|

gy(l’,y) gy(anyO)

Poiché anche la funzione u é continua in x, esiste n > 0, che si pu6 prendere in modo che
si abbia anche n < ~, tale che:

Vh e [-n,n] risulti u(z, +h) € [yo — 7, Yo + 7.

Considero poi anche la formula di Taylor di ordine 1 di g con il resto nella forma di Lagrange.

Essa consente di affermare che, per ogni h # 0 con h € [—n,n], esiste almeno un punto
(n(h),&(h)) che sta sul segmento S che congiunge (., u(x,)) ed (xo + h,u(z, + h)) tale che si
abbia:

0= g(zo + hyu(we + h)) = g(xo, u(we)) = g2 (n (h) ;€ (R)h + gy (0 () ;€ (R)) (w0 + h) — ul(zo))

u(@o +h) —u(zs)  ga(n(h),&(h))
h gy(n (h), & (h))

Poiché (n(h),& (h)) sta sul segmento S che congiunge (., u(z,)) ed (xo+ h, u(z, +h)), cioé
(n(h),&(Rh)) € S risulta anche:

(n(h),&(h)) € [wo =0, &0 + 1] X [Yo — 7, Yo + 7] C [To =7, %0 +7] X [Yo — 7, Yo + 7]

e quindi:
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e pertanto:

B ‘_gm ()£ (h) | golway)| _ |90 (h).€()  gulverse)| _

gy(m(h),&(h)  gy(To,yo) gy(m(h),&(h)  gy(wo,yo)

In modo analogo si prova la derivabilita di v in ogni altro punto Z dell’intervallo [x,—d, zo+4].

Per dimostrare 1'ulteriore regolarita della funzione u la verifica si puo fare per induzione su
k. Infatti se ¢ & di classe C' allora anche u ¢ di classe C*. Supponendo inoltre che u sia di
classe C*~! e che g sia di classe C*, dalla formula della derivata di u si ottiene che u’ & di classe
C*1, quindi u risulta di classe C*.$

U([EO + h) — U(l’o) + gx($07 yo)
h gy(wo; yo)

Osservazione 9.5.1 Nel caso che g sia di classe C*(X), con X aperto, anche u ¢ di classe
C?. Per le sue derivate prima e seconda e Vx € [z, — 0,6 + 0] si hanno le formule sequenti:

ed

o () = Jaa (@, u(@)) [g, (2, u(2))]" = 290y (2, u(@)) s (2, u()) g, (@, u(x)) + gy (2, u(2)) [g2(2, u(@))]”
[9y(z, u())]’

Infatti Vo € [x, — §, 20 + ¢, si ha:

0 P x, u(z x,u(z))u (x x,u(z))—
W10 = = ol 00) gy )0 0(0)

9a(, U(l‘))(gw(l‘, u(z)) + gyy(l‘,u(l‘))u/(z)] =
S - T, u(x r, u(x _M
(oo (a2 el 4(@)) + gy, (@)

_9a(z,ul2)
g:v(xvu(x))(gym(x’u(x)) +gyy($,u<x>>( gy<I,U(x )

1
_W[Qm(az,u(m))gy(:ﬂ,u(x)) — Gy (2, u(2)) g (2, u(2)) —

Gy (2, 0()) g (2, w(x)) gy (2, w(x)) = gyy (2, u(2)) (g2 (2, U(fr)))2]
gy(, u(x))

gea (2, u(2)) 9y (2, u(2)))” — 20y (¥, ()G (2, 1(2))gy (2, 1)) + Gy (@, u(2)) (9o (2, u(2)))"
(gy(, u()))? '

Esiste anche la seguente versione del teorema del Dini.
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Teorema 9.5.2 (del DINI) Siano assegnati X C R?, X # 0, X aperto, g : X — R,
Z ={(z,y) € X : g(z,y) =0}, Z # 0 ed (vo,y,) € Z. Suppongo:

1. g continua in X.
2. dg. continua in X

3. gu(To,yo) # 0

Tesi:
i) Jo >0 ed J|v: [yo — 0,y + 0] —> R continua tale che

U(yo) = xo,
(v(y),y) € X Yy € [yo — 0,y0 + 0] .
gw(y),y) =0 Yy € yo—o0,y.+0], cioe (v(y),y) €Z Yy € [yo— 0,y + 0]

i) Se 3g, continua in X allora

iy 9y(0(),y)
Hly) = 9:(v(y), )

i) Se poi, assegnato k € N, si ha anche: g € C*(X) allora v € C*([y, — 0, yo + 7).

Yy € [yo — 0,y + 0.

Dimostrazione: E analoga a quella fatta nel precedente risultato.<$

Il teorema del Dini fornisce quindi una condizione sufficiente perche sia definita localmente
una funzione che ha la stessa regolarita della funzione g che la definisce.

Inoltre ¢ evidente che l'insieme Z degli zeri di g, se é regolare, é localmente grafico quindi
non ha punti interni, cioé Z° = ().

Osservazione 9.5.2 L ipotesi di esistenza della derivata parziale g, ¢ solo sufficiente.

Si consideri infatti la funzione h : R?> — R definita dalla relazione h(z,y) = 1 se x ed y sono
razionali ed h(x,y) = 2 se 0 y sono irrazionali e la funzione h : R* — R data dalla rezione

9(z,y) = yh(z,y).
Ovviamente entrambe le funzioni h e g non sono continue; pero l'insieme Z = {(z,y) : g(z,y) = 0}
rappresenta l’asse delle ascisse e la funzione definita implicitamente ¢ quella nulla.<$>

Osservazione 9.5.3 Se non € regolare allora Z pud avere punti interni.

Si consideri la funzione g : R? — R V(z,y) € R?* g(z,y) = 0.
In tal caso Z = R? e inoltre g € C*(R?) e si ha g,(z,y) = g,(x,y) =0 V(z,y) € R%.$

Nel seguito, assegnati f : X — R e Z C X, siamo interessati a studiare i punti di massimo
e/o di minimo della funzione restrizione di f al sottoinsieme Z di X: f, : Z — R.

Definizione 9.5.2 Siano X CR?, X #£0; ZC X, Z#0; f: X — R, (2.,9,) € Z.
1. (2o,90) € Z € punto di massimo relativo per [ su Z

se e solo se (per definizione)
Al € I(xo, o)« V(zy) €INZ fa,y) < fl@o, Yo)-
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2. (zo,Yo) € Z € punto di massimo assoluta per [ su Z

se e solo se (per definizione)
Viz,y)e Z  flz,y) < f(2o, o).
3. (%0,Yo) € Z € punto di minimo relativo per f su Z

se e solo se (per definizione)
A € L(xo,y0) : V(z,y) €INZ  f(z,y) = fl@o, o).

4. (0,y0) € Z € punto di minimo assoluto per f su Z

se e solo se (per definizione)

V(z,y) € Z  f(z,y) > f(@o,¥o).

Considero ora una condizione necessaria perche un punto sia di massimo o di minimo
assoluto o relativo vincolato.

Teorema 9.5.3 (del moltiplicatore di LAGRANGE) Siano assegnati X C R?, X # (),
X aperto.

Siag: X — R, Z=A{(x,y) € X :g(x,y) =0}, Z#0, Z regolare.

Sia f: X — R con f € CYX) e sia (xo,Yo) € Z di massimo o di minimo assoluto o relati-
vo per fi, : Z — R, cioé I € L(xo,y.) : Y(x,y) € INZ  f(z,y) < f(2.,yo) oppure f(x,y) >
f(xo,ys).

Tesi:

3X. € R tale che si abbia:

fx(xm Z/o) = Aogx(l’m yO)

fy(xcn yO) = Aogy(xm yO)

Il numero reale A\, prende il nome di moltiplicatore di Lagrange di f in (zo,y) su Z.

Dimostrazione:

Poiché Z é regolare, g € C''(X) ed inoltre risulta (g.(Zo, ¥o); 9o (To, ¥o)) # (0,0).

Sia gy(7s,y) # 0, per il teorema del DINI 36 > 0 ed J|u : [z, — J, 2z, + 0] — R di classe
Cl([zo — 8,70 + d]) tale che u(zo) = yo, (z,u(z)) € X Vr € [1, — 6,25 + 8] € g(z,u(z)) =
0 Vz €[z, — 0,2, + 0], cloe (z,u(x)) € Z Yz € [xo — 0,25 + 0].

Considero ora la funzione:

h:lrze—6,2,+0) — R h(z) = f(z,u(z)) Vo€ |r,—109,2,+ ]

Tale funzione h ha in x,, per ipotesi, un punto di massimo o di minimo assoluto o relativo.
Poiche f ed u sono di classe C', anche h, per il terorema delle funzioni composte, ha la
stessa regolarita. Quindi, per il teorema di Fermat, si ha h/(z,) = 0.
Per il teorema delle funzioni composte si ha h'(x,) = fo (2o, Yo) + fy(Zo, yo)u'(z5) = 0.
— 92 (%o,Yo

Essendo poi v/(x,) = e yog, si ha:

g:fc(xm yO)) —0.

fx(mo, yo) + fy(mo’ yo)(_gy(l'o, yo)

Quindi:
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fo (o, Yo) 9y (Toy Yo) — [ (o, Yo) g (o, Yo) = 0.

Questa condizione dice che i due vettori gradiente del piano V f((2o, ¥o)) = (fo(Zo, Yo), fy(To, Yo))
e Vg((26,90)) = (92(%0,Y0), gy(xo, Yo)) sono sulla stessa retta passante per l'origine, cioe sono
allineati.

Quindi esiste A, € R tale che si abbia f, (%o, %) = Aos(Zo,Yo) €d fy(2o,Ys) = Aogy(To, Yo)
che ¢ la tesi.

Se risulta g,(z.,y,) = 0 allora, per ipotesi, si ha: g, (., ys) # 0.

La dimostrazione in tal caso & analoga a quella appena esposta.{

La condizione appena provata e ovviamente solo necessaria perche un punto sia di massimo
o di minimo assoluto o relativo. Inoltre essa si puo sintetizzare facendo ricorso alla nozione di
funzione lagrangiana nel modo seguente.

Osservazione 9.5.4 Siano assegnati X C R?, X # 0, X aperto.

Siag: X — R, Z={(x,y) € X :g(x,y) =0}, Z#0, Z regolare.

Sia f: X — R con f € CHX) e sia (z0,Y5) € Z di massimo o di minimo assoluto o relati-
vo per fi, + Z — R, cioé 3] € L(xo,yo) : V(x,y) € INZ  f(x,y) < f(xo,yo) oppure f(x,y) >
f(@o, o).

Le condizioni appena dimostrate si possono leggere come condizioni di stazionarieta della
funzione, detta Lagrangiana, definita nel modo sequente.

L:XxR—R L(z,y,\) = f(z,y) — Xg(z,y) V(z,y) € X VAeR.
Quindi esiste Ao € R tale che:

fx(x07y0) - )\O,gx(x07yo) - 0
f?J(anyO) - Aogy(l’o,yo> =0

9(o,yo) = 0.

cloé:
Ly (%0, Yo, Ao) =0
Ly(zo,Yo, Ao) =0 &

Ly (Zo, Yo, No) = 0.

In microeconomia si esamina il comportamento razionale di un consumatore che vuole
massimizzare la sua utilita in presenza di alcuni vincoli di bilancio che sembrano naturali.

Nel modello si suppone che il consumatore possa scegliere di acquistare due beni e che possa
spendere al pii m unita di poste monetarie per acquistarli. Si suppone, per semplicita, che
i prezzi dei due beni siano costanti e che p > 0 e ¢ > 0 siano rispettivamente il prezzo del
primo e del secondo bene. Se il consumatore acquista x unité del primo bene spende pz unita
di poste monetarie, analogamente se acquista y unita del secondo bene qy é la relativa spesa.
Complessivamente quindi la sua spesa é px + qy. Ipotizzando poi che la spesa non ecceda la
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disponibilita m si deve avere pr + qy < m. Se invece il consumatore é disposto ad indebitarsi
allra pud anche essere pr + qy > m.

Quindi il consumatore é interessato a massimizzare la sua funzione di utilita f con i vincoli
x >0,y > 0 e che si abbia anche pxr 4+ qy < m.

Ipotizziamo ora che la funzione di utilitd del consumatore sia la funzione di Coob-Douglas.

Essa é definita assegnando o > 0 e § > 0 essa é ha la seguente espressione:

f [0, +00[x[0, 4+00[— R V(z,y) € [0, +oo[x[0,400] f(z,y) = z°y°.

E evidente che la funzione data é non negativa e ha come punti di minimo assoluti quelli
dei semiassi nei quali il valore é 0. Inoltre nel quadrante aperto, cioé in ogni punto (x,y) con
x> 0edy >0, essa é evidentemente positiva ed in tali punti ammette derivate parziali date
da:

folz,y) = az* 'y’ ed  fy(z,y) = B2y’ V(z,y) €]0,+00[x]0, 00|

Naturalmente esse non si annullano dove son definite e quindi la funizone data non ha punti
di massimo ne di minimo relativi o assoluti.

Se il consumatore accetta questa funzione come utilitd da massimizzare deve esaminarla
nell’insieme delle coppie ammissibili che sono date da

E={(z,y) eR* : 2>0, y>0,pr+qy<m }

Per quanto detto prima il punto di massimo, che esiste per il teorema di Weiertrass, si
trova sulla ipotenusa del triangolo. Per determinarlo occorre allora fare uso del teorema del
moltiplicatore di Lagrange.

La funzione Lagrangiana del problema é:

L(ZL’,y, /\) = 'ray + /\(m - pr — qy)

Il punto di massimo, detto anche di ottimo, si determina trovando z,y, A che risolvono il
seguente sistema:

az* 1y —Ap =0
Bry’~t —Ag =0

m—pr—py =20

La soluzione é data da

@ B
_ at am Bm
A= (p(a+6)> <Q(a+l3)> :

La seguente coppia di quantita

am
pla+B)

__ _PBm
Y= dod
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rappresenta la coppia che rispetta il vincolo di bilancio e che massimizza 1'utilita del
consumatore. Per questo motivo si chiama, di solito, la funzione domanda.

Si pud notare che la quantitd ottima z é strettamente crescente rispetto alla posta monetaria
m, é strettamente decrescente rispetto al prezzo p e non dipende dal prezzo ¢ dell’altro bene.
Analoga considerazione vale per la quantita ottima .

Utilizzando la funzione lagrangiana si puo dare una condizione sufficiente perche il punto
sia di massimo o di minimo relativo.



