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PREFAZIONE

Queste dispense costituiscono un ampliamento del Quaderno Didattico #25 (Febbraio
2004) del Dipartimento di Matematica dell'Universita di Torino Appunti di Geometria
Analitica delle stesse Autrici.

Prima degli argomenti elementari di Geometria Analitica nel piano e nello spazio,
vengono presentate le prime nozioni di spazi vettoriali e le loro applicazioni alla teoria del-
le matrici e dei sistemi lineari sia per il loro utilizzo immediato che come premessa all'Al-
gebra Lineare che costituisce parte del programma del corso di Geometria 1 per I’Anno
Accademico 2007-2008 del Corso di Laurea di I° livello in Matematica.

Piu che una trattazione esauriente, per la quale ci si puo riferire a tanti rigorosi ed e-
leganti trattati, alcuni dei quali citati nella bibliografia, queste pagine hanno semplicemente
lo scopo di agevolare gli studenti del I° anno nella preparazione del loro primo esame di
Geometria.

Esercizi tratti dai temi d’esame relativi al corso si possono trovare nel Quaderno Di-
dattico #38 (Aprile 2006) del Dipartimento di Matematica dell’Universita di Torino Eser-
cizi di Geometria Analitica delle stesse Autrici.

Torino, Febbraio 2008

Dipartimento di Matematica
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CAPITOLO I

CALCOLO VETTORIALE

1.1 - Premesse.
1.1.1 - Equazioni lineari.

Un’equazione lineare a coefficienti reali in una incognita x ¢ del tipo:
(1) ax+b=0

ossia anche ax + b—b=—-b dunque ax =—b.
Supposto a # 0, esiste 1’inverso di a che ¢ il numero 1/a. Allora la (1) si puo scrivere come
(1/a)ax = (1/a)(—b) e quindi la (1) ammette la soluzione (detta anche radice):

b
(2) =——.

a
Pera=0eb=0Ila(l) diventa un’identita, ogni numero reale ¢ soluzione e I’equazione si
dice indeterminata.

Pera=0eb=0la(1l)non ha soluzioni e I’equazione ¢ impossibile.

Un’equazione lineare a coefficienti reali nelle due incognite x ed y ¢ del tipo:

3) ax tby+c=0

una sua soluzione € una coppia di numeri che sostituita nella (3) la rende soddisfatta.
Consideriamo ad esempio I’equazione: 2x —y + 4 =0 (4).

Scelto un valore per la x, diciamo ad esempio 3, si ha una soluzione se 6 —y + 4 = 0, ossia
se y = 10, quindi la coppia (3, 10) ¢ soluzione della (4). Cosi, scelto un valore per la y, di-
ciamo ad esempio 6, si ha una soluzione se 2x — 6 + 4 = 0 ossia se x = 1; quindi la coppia

(1, 6) € una soluzione della (4).
Se nella (3) il termine noto ¢ ¢ nullo, I’equazione lineare si dice omogenea

ax+by=0

ed ha come soluzioni x=2Ab y=-2Aa dove A ¢ un fattore, ossia un numero, arbitrario.

Un’equazione lineare nelle tre incognite x, y, z ¢ del tipo:
(5) ax+by+cz+d=0.

Una soluzione € una terna di numeri che si ottiene fissando in modo arbitrario due delle tre
incognite e determinando quindi il corrispondente valore della terza.

Un’equazione lineare nelle n incognite xy, Xz,..., X, Si scrive
(6) axxitax,t....tax,+b=0

ove con g; si intende il coefficiente dell’incognita x; (i = 1, 2,..., n) e con b il termine noto.
Una soluzione della (6) ¢ una n-pla che si ottiene nel seguente modo: si fissano n — 1 inco-
gnite, si sostituiscono nell’equazione data ottenendo un’equazione con una sola incognita e
si determina quest’ultima risolvendo 1’equazione ottenuta.

Se b = 0, I’equazione si dice omogenea. In tal caso se (¢, C,..., Cy) € una soluzione anche
(Aci, Aca, ..., Acy) lo €, qualunque sia A reale.

Dipartimento di Matematica



2 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

1.1.2 - Determinanti.

La teoria dei determinanti e dei sistemi lineari verra sviluppata nei capitoli successivi.
Ci limitiamo qui ad alcuni cenni.

Dati quattro numeri reali a;j, aj2, a1, a2, si dice matrice quadrata di ordine 2 la tabella:
A= fn %2

ay Apxp
Alla matrice quadrata A ¢ associato il numero reale ajjaz; — aizaz2;1, che si dice determi-
nante del 2° ordine (determinante della matrice A) e si indica con il simbolo:

ajp Ay
det A= = apjax — a12az1.
. aAp
In modo analogo si definisce matrice quadrata di ordine 3 la tabella:
4 ap a3
A=la, a; ay

a3 Az Az
e si dice determinante del 3° ordine (determinante della matrice A), e si indica con il
simbolo:
a4 ap
detA=|a, a,, a,

a3; a3 Az
il numero reale ajazzas; + aazsasz + 413221432 — 212221233 — A11223232 — 413222231
E’ facile verificare che tale numero si puo ottenere anche nel seguente modo che utilizza
determinanti del 2° ordine:
A Axp a1 A3 Ay Ay
aj —ap a3
a3 Az a3; 43 a3 Az
I numeri aj; si dicono elementi della matrice e sono disposti in tre righe e tre colonne. Ri-
ghe e colonne si dicono linee.

1 2- Vettori del piano.

1.2.1 - Premesse.

In Fisica vi sono grandezze scalari e grandezze vettoriali. Per individuare le prime basta un
numero, eventualmente con segno quando abbia senso parlare di valori positivi o negativi
delle grandezze, come ad esempio la temperatura; le altre, come ad esempio la velocita,
sono individuate oltre che da un numero positivo, detto modulo, dalla direzione e dal ver-
S0, ossia da un vettore.

Quando interviene anche il punto di applicazione del vettore si parla di vettore applicato,
altrimenti di vettore libero o pit semplicemente di vettore.

Anche se la teoria dei vettori ¢ un capitolo della Fisica, vedremo che il calcolo vettoriale ¢
uno strumento molto utile per la Geometria Analitica.

I vettori che verranno utilizzati sono vettori liberi. La loro definizione ha bisogno di alcune
premesse.

Consideriamo nel piano le coppie ordinate di punti (A, B) ove A viene detto primo estremo
e B secondo estremo.

Universita di Torino
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Una coppia ordinata, detta anche segmento orientato (A, B) individua:

1)  un numero non negativo d(A, B) = d(B, A) che rappresenta la distanza di A da B ri-
spetto ad una data unita di misura;

se d(A, B) # 0, ossia A non coincide con B:

i1)  una retta: quella che contiene i punti A ¢ B;
ii1) un verso sulla retta: quello che va da A al punto B.

Nell’insieme dei segmenti orientati del piano introduciamo una relazione, detta di equipol-
lenza. Diciamo:
(A, B) equipollente (C, D) o, piu semplicemente, (A, B) o (C, D)

se si verifica una delle seguenti condizioni:

1) se B coincide con A, anche D coincide con C;

oppure

2) (A, B) e (C, D) appartengono alla stessa retta sono uguali e concordi;

oppure

3) (A, B) e (C, D) appartengono a due rette parallele e la retta AC che congiunge i primi
estremi ¢ parallela alla retta BD che congiunge i secondi estremi.

Quindi: due segmenti orientati si dicono equipollenti se hanno lunghezza nulla oppure
hanno stessa lunghezza, stessa direzione e stesso verso.

Tale relazione c ¢:

riflessiva se comunque scelta (A, B) si ha (A, B) 6 (A, B);

simmetrica se (A, B) o (C,D)— (C,D) o (A, B);

transitiva se(A,B)c (C,D)e(C,D)o (E,F) > (A,B) o (E, F).

Possiamo suddividere I’insieme dei segmenti orientati in sottoinsiemi che diremo classi di
equivalenza. Se in ogni classe mettiamo tutti i segmenti equipollenti ad un dato segmento
orientato, per individuare una classe basta un qualsiasi elemento che si puo scegliere come
rappresentante.

DEFINIZIONE 1.2.1 - Si dice vettore libero o semplicemente vettore una classe di segmenti
orientati equipollenti.

1.2.2 - Nomenclatura e notazioni.

Considerato un vettore, che indicheremo con u oppure con u, se (A, B) ¢ un suo rappre-
sentante si pone u =B — A od anche B=A + u.
La distanza di A da B dice norma o modulo del vettore u = B — A e si indica con

Jull o [B-A] o |u] o [B-A[.
I1 vettore nullo 0 ha modulo zero, direzione e verso indeterminati.
I vettori con norma 1 sono detti versori.

OSSERVAZIONE. Nel seguito verranno introdotte diverse operazioni fra vettori utilizzando

dei segmenti che li rappresentano. Occorre verificare che le operazioni siano indipendenti
dalla scelta dei rappresentanti. Lasciamo al lettore la verifica.

1.2.3 - Somma di due vettori.
La somma di due vettori si definisce su due rappresentanti dei vettori:

Dipartimento di Matematica



4 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

scelto un punto A se B — A ¢ un rappresentante del vettore u e C — B un rappresentante del
vettore v allora C — A ¢ un rappresentante del vettore u + v. L’operazione ¢ indipendente

dalla scelta del punto A.
ﬂ»

A B

C

La costruzione di un rappresentante del vettore u + v puo essere fatta anche mediante la re-
gola del parallelogramma se u e v non hanno rappresentanti sulla stessa retta.

Ossia se B — A ¢ un rappresentante del vettore u e D — A un rappresentante del vettore v, si
costruisce il parallelogramma ABCD, il segmento orientato AC rappresenta u + v.

D C

A B

PROPRIETA 1.2.1 - L’insieme dei vettori con l’operazione di somma forma un gruppo com-
mutativo.

Dimostrazione. Ricordiamo anzitutto che un gruppo commutativo ¢ una struttura algebrica

dotata di un’operazione binaria interna (nel nostro caso la somma di vettori) che gode delle

proprieta commutativa, associativa, esistenza dell’elemento neutro ed esistenza dell'oppo-

sto di ogni vettore.

La somma dei vettori sopra definita gode infatti delle proprieta dette:

- Proprieta commutativa: u + v=v + uinfattiscsu=B - A =C - D ¢ C — B ¢ un rappre-
sentante di v, per un noto criterio, il convesso ABCD ¢ un parallelogramma.

D C

A B

- Proprieta associativa: (u+v)+w=u+ (v+w) infatti si ha che
(B-A)+(C-B)+(D-C)=D-A comunque si raggruppino gli addendi.

B C

A D

- Esistenza dell’elemento neutro: il vettore nullo 0 ¢€ elemento neutro: u+0=0+u=u
ovvio vista la definizione di 0.

- Esistenza dell’opposto: per ogni vettore u esiste il vettore opposto —u tale che:
u+(—u)=0;
infatti per costruire 1’opposto di u basta considerare un suo rappresentante A — B; un
rappresentante di —u sara B — A perché (B—A) +(A—-B)=0.

Universita di Torino
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1.2.4 - Prodotto di un numero reale per un vettore.

Introduciamo ora una legge di composizione, detta prodotto, che ad ogni coppia ordinata
formata da un numero reale ed un vettore associa un unico vettore.

DEFINIZIONE 1.2.2 - Se 4 e un numero reale ed u un vettore, per prodotto Au si intende il
vettore w tale che:

e per definizione il vettore nullo se A = 0 oppure u = 0, ossia Ou =0 e 10 =0

altrimenti é il vettore tale che:

- wl =[]
-w ha la direzione di u;

-w ha il verso di u se 1 > 0, verso contrario se A < 0.

2

EsemriO 1.2.1
. u . 2u
Dato il vettoreu ———m= secA =2 risulta —

. -0,5u
se A=-0,5 risulta ————v0o

PROPRIETA 1.2.2 - Scelti comunque i vettori u e v ed i numeri reali A e ;t valgono le seguen-
ti eguaglianze:

A(u+v)=Au+ v

(At wu=7u+ pu;

(A) u =4 (uu);

lu=u.

La giustificazione segue dalla Definizione 1.2.2.

In particolare, dalla seconda e quarta relazione, segue che se n ¢ un numero naturale si ha:
nu=(1+1+...+ DHu=Ilu+lu+...+ lu=u+u+...+u(nvolte).

DEFINIZIONE 1.2.3 - Due vettori u e v si dicono paralleli se hanno rappresentanti sulla
stessa retta, ossia u = Av.

L’insieme dei vettori, definiti come classi di segmenti del piano orientati equipollenti con
la somma e il prodotto per un numero reale prima definiti ¢ un caso particolare di spazio
vettoriale sul campo dei numeri reali, che indicheremo con S,.

1.2.5 - Dipendenza ed indipendenza lineare. Basi di S,.

DEFINIZIONE 1.2.4 - Siano vy, ..., v,, m vettori di S ed a;, ..., a,, m numeri reali: il vettore
v=o0ov; +... T Vi
si dice combinazione lineare (in breve c.l.) dei vettori vy, ..., v, con coefficienti aj, ..., O n.

DEFINIZIONE 1.2.5 - In S; p vettori vy, ..., v, si dicono linearmente dipendenti (brevemente
l.d.) se esiste una loro combinazione lineare con scalari aj, ..., o, non tutti nulli che da il
vettore nullo:

0=ouvy+... + apvyp.
In S; p vettori vy, ..., v, si dicono linearmente indipendenti (brevemente L.i.) se ['unica loro
combinazione lineare che da il vettore nullo e quella con gli scalari tutti nulli.
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6 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

Valgono le seguenti proprieta:

- se uno dei p vettori vi,.., v, ¢ il vettore nullo, 1 vettori sono l.d., come prova la relazione
0=0v;+....... +10+....... +0 vy

- 1 vettori vy,..., v, sono l.d. se e solo se uno di essi ¢ esprimibile come c.l. dei rimanenti;

- se il sistema di vettori {vi,..., v,} ¢ L.d. anche ogni suo soprainsieme lo €.

PROPRIETA 1.2.3 - Condizione necessaria e sufficiente affinche due vettori di S, siano line-
armente dipendenti e che siano paralleli.

In S, il massimo numero di vettori linearmente indipendenti € 2, in quanto vale la:
PROPRIETA 1.2.4 - Tre qualunque vettori di S> sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione - Siano u, v, w i tre vettori dati.
Se uno dei vettori ¢ il vettore nullo i vettori sono 1.d. per quanto visto.
Se due dei vettori sono paralleli per la proprieta 1.2.3 sono linearmente dipendenti e quindi
lo ¢ anche ogni loro soprainsieme.
Supponiamo ora che due dei tre vettori non siano paralleli, ad esempio u e v. Scegliamo
rappresentanti dei tre vettori con origine comune O: u=A -0, v=B-0ew=C-0c¢
cerchiamo di esprimere w come combinazione lineare di u e v cio¢ come somma di due
vettori paralleli rispettivamente ad u e v.
Conducendo per C la parallela alla retta OB ed indicando con C; la sua intersezione con la
retta OA ed in modo analogo indicando con C, I’intersezione della retta per C parallela alla
retta OA con la retta OB si decompone il vettore w nella somma di due vettori C; — O e
C, — O paralleli rispettivamente ad u ed a v:

w=C-0=(C;-0)+(C,-0).
Per la proprieta 1.2.3 il vettore C; — O, essendo parallelo ad u, si pud scrivere come
C; — O = xqu, per un opportuno x; reale, ed il vettore C, — O essendo parallelo a v, si puo
scrivere come C, — O = x,v, per un opportuno X, reale.
Risulta w = x;u + x»v e quindi i tre vettori sono linearmente dipendenti.

B

Cz/ C

A
(0] B >
G

COROLLARIO - Quattro o piu vettori di S; sono linearmente dipendenti.

Poiché per la proprieta 1.2.4, considerati in S, due qualunque vettori non paralleli, ogni
vettore di S; si puo esprimere come loro combinazione lineare, si da la seguente:

DEFINIZIONE 1.2.6 - Si dice base dello spazio vettoriale S; ogni coppia ordinata {e;, e>} di
vettori linearmente indipendenti.
1.2.6 - Espressioni in componenti.

Introdotta nello spazio vettoriale S, una base, ogni vettore di S, si puod scrivere in un unico
modo come combinazione lineare dei vettori della base {e;, e;}:
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u=ue; +uwey, vV =vVe; + vae;.

E’ possibile dare le espressioni in componenti delle operazioni di somma di vettori e di
prodotto di un numero reale per un vettore, tenuto conto delle relative proprieta:

- utv=(ue; +uey) + (vie; +vier) = (u; +vy)e; + (ux + va)ey;

- A= X(ulel + uzez) = Xulel + 7\11262.

ESEMPIO 1.2.2 - Se u ha componenti (2, 3) e v ha componenti (-1, —4);

- utv ha componenti (2—-1,3-4)=(1,-1);

- 3u ha componenti (6, 9);

- —u=(-1)u ha componenti (-2, -3).

Due vettori sono paralleli se u=2Av ossia u;=Aiv; e u; =Av, ossiase S
Vi Vs

Ad esempio u = (-1, 2) ¢ paralleloav=(+0,5,-1).

1.3 - Vettori dello spazio ordinario.
1.3.1 - Prime definizioni.

Come nel caso del piano, considerati i segmenti orientati dello spazio, si pud definire tra
essi la relazione di equipollenza data nel § 1.2.1 e definire vettore dello spazio una classe di
segmenti orientati equipollenti. Indichiamo con S; I’insieme dei vettori dello spazio.

In modo del tutto analogo a quanto fatto in S,, in Ss si definiscono la somma di vettori ed il
prodotto di un numero reale per un vettore: tali operazioni danno ad S; la struttura di spazio
vettoriale reale.

Le definizioni di combinazione lineare (1.2.4) e di indipendenza e dipendenza lineare
(1.2.5) si estendono ai vettori di S; e valgono le seguenti proprieta:

PROPRIETA 1.3.1 - Condizione necessaria e sufficiente affinche tre vettori di S; siano line-
armente dipendenti e che siano complanari, cioe ammettano rappresentanti contenuti nello
stesso piano.

PROPRIETA 1.3.2 - Quattro vettori qualunque di S3 sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione - Indicati con u, v, w, Z i quattro vettori possiamo scegliere dei punti O, A;
B,C,Dtalicherisultiu=A-0,v=B-0,w=C-0,z=D-0.

Supponiamo che u, v, w non siano complanari O e cerchiamo di esprimere z come combi-
nazione lineare di u, v e w cioé come somma di tre vettori paralleli rispettivamente ad u, v
¢ w. Conduciamo per D la parallela alla retta OC che incontra il piano individuato da A, B,
O in un punto D', risulta

(1) z=D-0=(D-D")+(D'-0).

Il vettore D — D' ¢ per costruzione parallelo a w quindi esiste un opportuno scalare xj3 tale
che siaD — D' = x3w.

I1 vettore D' — O ¢, per costruzione, complanare con A — O e B — O quindi procedendo co-
me nella dimostrazione della proprieta 1.2.4 ¢ possibile esprimerlo come somma di due
vettori paralleli ad A — O e B — O conducendo per D' la parallela ad OB ed indicando con
D, la sua intersezione con la retta OA e conducendo per D' la parallela ad OA ed indicando
con D, la sua intersezione con la retta OB: D'— O = (D' — D;) + (D' — D).

D' — D, ¢ parallelo ad u quindi si pud esprimere come X;u per un opportuno x; reale,
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8 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

D' — D, ¢ parallelo a v quindi si pud esprimere come X,V per un opportuno x; reale.
Sostituendo nella relazione precedente risulta D' — O = xju + x,v; sostituendo ancora tale
eguaglianza nella (1) si ottiene:

Z=XjUu + XoV + X3W.
I1 quarto vettore si esprime come combinazione lineare degli altri tre e quindi quattro vetto-
r1 sono linearmente dipendenti.
Se tre vettori, ad esempio u, v, w, sono complanari, per la proprieta 1.3.1 sono linearmente
dipendenti ed ogni soprainsieme di {u, v, w} ¢ formato da vettori l.d.

Poiché per la proprieta 1.3.2, considerati in S; tre qualunque vettori non complanari, ogni
vettore di S3 si puo esprimere come loro combinazione lineare, si da la seguente:

DEFINIZIONE 1.3.1 - Si dice base dello spazio vettoriale S3 ogni terna ordinata {e;, e, e3}
di vettori linearmente indipendenti.

Come per S,, introdotta nello spazio vettoriale S una base, ogni vettore di S3 si puo scrive-
re in un unico modo come combinazione lineare dei vettori della base {e;, e,, es}
u = uje; + uze; + uses, VvV =vVe| T ve; + vie3
e le espressioni in componenti delle operazioni di spazio vettoriale, risultano:
u+v=ue; +uze; +uses+vie; +vie; +vies=(u; +vye + (uy + va)ex + (us + vi)es,
= X(ulel + use; + u3e3) = kulel + Xuzez + 7\11363.
Se ad esempio u =2e; — e, + 3e; e v=e; + 2ej risulta u + v=3e; — e, + Se3 e scelto L = -3
si ottiene Au = —3(2e; — e, + 3e3) = —6e; + 3e; — es.

1.3.2 - Angolo di due vettori non nulli.

Fissato un arbitrario punto O e considerati 1 vettori u=A -0 ¢ v=B -0, I’angolo (u, v)
¢ I’angolo convesso (eventualmente piatto) delle semirette AO, OB.

B

0

Se o = 0 oppure o = 7 1 vettori u e v sono paralleli, se oo = 7/2 1 vettori u e v sono ortogo-
nali.
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1.3.3 - Prodotto scalare.

DEFINIZIONE 1.3.2 - Considerati due vettori u e v di S; si dice prodotto scalare di u e v, e si
indica u - v, il numero reale che si ottiene moltiplicando il prodotto dei moduli dei vettori
per il coseno del loro angolo:

(1) u-v-= ||u|| || V|| cos(u, v).

Tale numero ¢ zero se u =0 oppure v=0 oppure cos(u, v) =0 ossia se u e v sono orto-
gonali. Questo fatto si esprime dicendo:

Condizione necessaria e sufficiente affinché due vettori u e v siano ortogonali é che
u-v=_0.

Se si considerano le proiezioni ortogonali di segmenti su una retta orientata dotati di segno,
allora il prodotto scalare ¢ semplicemente il prodotto della norma del primo vettore per la

proiezione con segno del secondo vettore sul primo, che indichiamo con v, u - v = || u || V.

| v
:
I
I

\

u u

P

Vy (in questo caso ¢ positivo) Vy (in questo caso ¢ negativo)

Se u =v la formula (1) diventa u - u = ||u || || u || = (||u || )* ossia la norma di un vettore u &

la radice quadrata del numero u - u.
u .

Inoltre se u e v sono diversi dal vettore nullo si ha cos(u, v) = W”V”
ul|lv

PROPRIETA 1.3.3 - I/ prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:
i) u-v=veu,

ii) (Aw)v=u-+(v),

i) u-(vtw)=u-v+u-w,

iv) u-u>0evalezero se e solo seu = 0.

In Geometria 2 si provera che il prodotto scalare ¢ un esempio di forma bilineare simmetri-
ca definita positiva. Uno spazio vettoriale in cui ¢ definita una forma bilineare simmetrica
definita positiva si dice spazio vettoriale euclideo.

1.3 4 - 1l prodotto vettoriale o prodotto esterno di due vettori dello spazio S;.

Consideriamo 1 vettori dello spazio S; e introduciamo, oltre a quelle gia viste per i vettori
del piano, un’ulteriore operazione.

DEFINIZIONE 1.3.4 - Dati due vettori u e v di S3 si dice loro prodotto vettoriale od esterno
un vettore, che si indica u /v, e si legge u vettore v oppure u esterno v, cosi definito:

se i vettori sono paralleli, in particolare uno ¢ il vettore nullo: u A v = 0;

se u e v non sono paralleli:

-u A v e ortogonale sia ad u che a v;

-ilmodulodiu nve || u || || v || sen(u, v);

- il verso ¢ quello indicato in figura, ossia ¢ il verso piedi-testa dell 'uomo che posto sul
piano individuato dauw = B— A e v = C — A, vede la minima rotazione di u per sovrapporsi
a v avvenire in senso antiorario.
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10 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

Si verifica facilmente che il modulo di u A v rappresenta 1’area del parallelogramma di lati
consecutivi due rappresentanti diu e v.

PROPRIETA 1.3.4 - Per il prodotto vettoriale valgono le A

seguenti proprieta.:
i) mtu)rv=urv+u' nv; uny
i) urw+v)=urv+unv'; C
iii) (Au) Av=un(Av) =A(u Anv) ove A e un numero v
reale;
V) uAv=—vau; A B

v) uru=0.

DEFINIZIONE 1.3.5 - Considerati tre vettori x, y ,z di S; si definisce prodotto misto dei tre
vettori e il numero reale (x Ay) + z e poiché [’ordine in cui vengono eseguite le operazioni
e solo quello indicato, si scrive semplicemente x Ay « 2.

TEOREMA 1.3.1 - Il valore assoluto del prodotto misto quando non é nullo, rappresenta il
volume del parallelepipedo individuato dai tre vettori.

Dimostrazione. Seu=B-A,v=C-A

e w =D — A sono tre vettori non compla-
nari, ossia che non hanno rappresentanti su
uno stesso piano, individuano un paralle-
lepipedo avente come base il parallelo-
gramma di lati u e v, la cui area ¢ il modu-
lo del vettore u A v e come altezza relati-
va a tale base il valore assoluto della
proiezione del vettore w suu A V.

Quindi u A v - w rappresenta, a meno del segno, il volume del parallelepipedo.

OSSERVAZIONE - Il volume del tetraedro individuato da tre vettori € 1/6 del valore assoluto
del loro prodotto misto.

PROPRIETA 1.3.5 - Se almeno uno dei tre vettori e nullo il loro prodotto misto e nullo.
Se i tre vettori sono complanari il loro prodotto misto e nullo.

Dimostrazione - Per definizione u A v ¢ ortogonale a u ed a v. Se w ¢ complanare conu e v
risulta ortogonale ad u A v quindi il loro prodotto scalare ¢ zero.

1.3.5 - Espressioni in componenti.

Introdotta nello spazio vettoriale S, una base {e;, e,}, e considerati i vettori:
u=ue; +uer,v=vie; +vre;
¢ possibile esprimere il loro prodotto scalare in componenti:

u-v= (u1e1 + L12ez) . (V1e1 + Vzez) =ujvie; - e T ujvaer c € T urviesr - € T usvaes - €.

Per semplificare tale espressione del prodotto scalare in componenti ¢ opportuno scegliere
una base particolare, detta base ortonormale, formata da due versori fra loro ortogonali
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{i,j}. In questaipotesisiha i-i=j-j=1 e i-j=0, dacui:
u - v = (it ugf) - (i + vaj) = uve +uv)

Due vettori sono ortogonali se u - v = 0, quindi in una base ortonormale sono ortogonali se
u;v; +upvy = 0. Ad esempio u = (-1, 2) ¢ ortogonale a v = (4, 2).

Analogamente, introdotta nello spazio vettoriale S; una base {ej, e, €3}, e considerati i vet-
tori u =uje; + uxe; + uzes, v=vje; + vye; + vies € possibile esprimere il loro prodotto sca-
lare in componenti:

u-v=_(ue +ue;+uzes)-(vie; + vyey + vies) =ujvie; - € +ujvoe; - €, + ujvie; - €3 +
UoVier » €] T Uxvoer » € T UpVvier » €3 T U3zvies » €1 T Uszvaes » € + uszvies « es.

Anche in questo caso per ottenere un’espressione piu semplice del prodotto scalare si in-
troduce una base opportuna.

DEFINIZIONE 1.3.6 - {i, j, k} é una base ortonormale po- U3
sitiva per S; se i, j, k sono versori a due a due ortogonali \
cioe, espresso in formule: u

ivi=jej=kek=1I;
ij=jek=kei=0; "

inj=—jnri=k; U

VY —.

jrk=—kn j=1i;

kni=—ink=j. u i

Considerati due vettori qualsiasi nella base ortonormale:
u=u1i+u2j +u3k € V:V1i+V2j +V3k
utilizzando le proprieta del prodotto scalare si ha:

Uu-v= (U]i + uzj + u3k) . (V]i + V2j + V3k) =uvy tupvp + U3Vvsi.

ESEMPIO 1.3.1-Seu=i+j—3k e v=i+2j— kil loro prodotto scalare risulta:
u-v=(>Gi+j-3k)-(i+2j-k)=1+2+(-3)(-1)=6.

Esprimendo 1 vettori nella base ortonormale ¢ anche possibile ottenere un’espressione
semplice del prodotto vettoriale in componenti:
u A V= (i +ugj +usk)A(viE+ voj + vik) = (u2vs — usvo)i H(uzvi —upva)j + (uva — uavik

che possiamo scrivere, con abuso di scrittura, come sviluppo del determinante:

i j Kk
u, u, usl.
ViV V3

ESEMPIO 1.3.2-Seu=i+j—3k e v=i+2j—Kkil loro prodotto vettoriale risulta:
unv=_(-1+6)Ji+(-3+1)j+(2-1Dk=5i-2j+k.

Il prodotto misto di tre vettori w, u, v ¢ il numero reale (W A U)+v=w-:(u A V).
In una base ortonormale positiva ¢ lo sviluppo del determinante delle componenti.
Infatti posto w = wji + wj + wsk, utilizzando le proprieta del prodotto scalare si ha:

W (u A V) =wi(uvz —uzvy) + wa(usvy — upvs) + wi(u vy — upvy)

ossia lo sviluppo del determinante del terzo ordine:
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Wi Wy W3
We(uAvV)=(WAU)-V=|Uu, U, u;l.

ViV V3

I1 valore assoluto del prodotto misto, quando non ¢ nullo, rappresenta il volume del paralle-
lepipedo individuato dai tre vettori (Teorema 1.3.1); da tale significato geometrico seguono
diverse proprieta dei determinanti del terzo ordine, ma non tutte.

Ad esempio che il valore di un determinante non cambia se si scambiano ordinatamente le
righe con le colonne va verificato in altro modo, ad esempio direttamente con il calcolo.

ESEMPIO 1.3.3 - Verificare che i1 seguenti tre vettori sono complanari:

u=i+2j+k, v=-2i+3k, w=—i+2j+4k.

Poiché si ha w « (u A v) =0 il volume del parallelepipedo individuato dai tre vettori ¢ nullo,
quindi i tre vettori sono complanari, ossia 1.d.

1.3.6 - Applicazioni dei vettori alla geometria elementare ed alla trigonometria.
Diversi teoremi di geometria elementare si possono giustificare coi vettori, per esempio:

TEOREMA 1.3.2 - Siano (4, B, C, D) un quadrilatero convesso qualsiasi ed M, N, P, Q i
punti medi dei suoi lati, allora (M, N, P, Q) e un parallelogramma.

Latesie M—N=Q-P.
Ma M-B=(A-B)2 N-B=(C-B)/2 percui M-N=(A-C)/2.
Analogamente si prova che Q — P = (A — C)/2.

TEOREMA 1.3.3 (Teorema di Carnot) - In un triangolo qualunque il quadrato di un lato e
uguale alla somma dei quadrati degli altri due, diminuita del doppio prodotto di questi per
il coseno dell’angolo da essi compreso.

Dimostrazione - Sia (A,B,C) un triangolo qualsiasi. Posto u = B — A e v = C — A risulta
B — C =u —v; il teorema segue dalle uguaglianze:

(=v7=@-v)+ @-v)=[uf+ [ v[-2]u] | v]cosu.v)

DEFINIZIONE 1.3.7 - Dicesi baricentro di n punti P;, P,,..., P, di S; il punto G tale che

G-0 = l[(Pl —0) +...+ (P,— O)]dove O é un punto arbitrario.
n

Per n = 2 il baricentro di due punti A e B ¢ il punto medio del segmento AB.
Per n = 3 il baricento di tre punti A, B, C ¢ il punto di incontro delle mediane del triangolo
ABC.

Vediamo anche, ad esempio, come si possa ricavare una delle formule trigonometriche di
addizione e sottrazione.

Sul cerchio unitario di centro O si considerino tre punti A, B, C e sia A — O = i. Poniamo
I’angolo AOC =0, I’angolo AOB = 6": quindi BOC =0 — 0'. Risulta:
B—-0O=cos0'i+send'j

C—-0O=cosOi+sendj

Per la definizione di prodotto scalare:
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B-0):-(C-0)=(1)(1) cos(BOC) =cos(6 —0".
Esprimendo il prodotto scalare in componenti si ha:
(B—=0)+(C—-0)=cosO cosd' + send send'.

da cui: cos(0 —0") = cosO cosb' + send senb'.

1.4 - Esercizi proposti.

I.1 - Nello spazio vettoriale Es, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vettori
u(l,-1,2)ev(3,2,-1). Verificare che:

1) u.-v=-1;

i) Jul =v6, |v]|=v14;

iil) 2u+v).(u—3v)=-25.

1.2 - Nello spazio vettoriale Ej3, rispetto ad una base ortonormale positiva, sono dati i vetto-
riu(-3,2, 1), v(-2, 1, 3) e w(1, 1, —7). Determinare le componenti di un vettore x che sia
perpendicolare ad u e v e tale che x - w = 10. (x=(10, 14,2))

.3 - Nello spazio vettoriale Es, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vettori
u(l,-1,0)ev(0, 1, 2). Verificare che:

1) uAv=(-=2,-2,1);

i) [uav|=3;

i) (u+v) A (u—2v)=(6,6,-3).

1.4 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vettori
a(1,-2,1),b(3,0,-1)ec(l, 1, 0). Verificare che:

1) a-bac=6;

i) (a+b)-(b+ec)Aa(ct+a)=12.

.5 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i1 vettori
a(l,-1,1),b(0, 1,-2) e ¢(2, 0, 3). Calcolare:

1) D’area del triangolo di lati a e b; (s=+612)
i1) il volume con segno del tetraedro di spigoli a, b, c. (V=5/6)

1.6 - Nello spazio vettoriale Es, rispetto alla base ortonormale positiva i, j, k, sono dati i
vettoriu=2i—j+ 2k e v=i+j+ 3k. Determinare:

1) il loro prodotto vettoriale ed il loro prodotto scalare; (uAav=-5i-4j+3ku-v="7)
i1) 1 loro moduli; (||u||: 3; ||V||:\/ﬁ)
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14 Capitolo 1 — Calcolo Vettoriali

1i1) un vettore complanare conu e v. (au + bv per ogni a, b reale)

1.7 - Nello spazio vettoriale Es, rispetto alla base ortonormale positiva i, j, k, sono dati 1

vettoriu=i+2j+k e v=i+j-2k;

1) calcolare (u—3v) - u; 3)

i1) trovare un vettore che abbia tutte le componenti eguali e come modulo il modulo di u;
(x=%+2 (i+j+K)

iii) dire se u, v, u A v sono linearmente indipendenti. (si)

I.8 - Nello spazio S; dei vettori ordinari, rispetto alla base ortonormale (i, j, k) sono dati 1
vettori:

u=i-2j, v=3i+t4k, w=i—-j+k
1) calcolare il prodotto misto u AV « w; (uAvVew=2)
i1) calcolare il doppio prodotto vettoriale (u A V) A W; (W AV) AW=2i+ 14j + 12Kk)
1i1) provare che u A v « w rappresenta il volume del parallelepipedo di spigoli u, v, w.

1.9 - Nello spazio S; dei vettori ordinari, rispetto alla base ortonormale (i, j, k) considerati
ivettori: u=2i+7j -k, v=1i+3k, w=—j+ kdeterminare il volume del tetraedro avente
spigoli u, 2v e 3w. (0)

.10 - Nello spazio Ss dei vettori ordinari, rispetto alla base ortonormale (i, j, k) considerati
1 vettori: u = 2i + 7j — k, v =1+ 3k determinare un vettore ortogonale ad u e v ed avente

modulo 2. [J_r 11 (Gi—j —k)]

11

I.11 - Nello spazio S; dei vettori ordinari, rispetto alla base ortonormale (i, j, k) sono dati 1
vettori :

u=i-2j, v=3i+t4k, w=i—-j+k
1) calcolare (u + 2v) « w; (17)
i1) determinare un vettore ortogonale ad u e v ed avente modulo uguale al modulo di w.

3 . .
[J_r R(—& —4j+ 6k)]

[.12 - Nello spazio S3 dei vettori ordinari, rispetto alla base ortonormale (i, j, k) sono dati i
vettori: a;=i—-3j+k, a,=3i+j, as=4i-2j+k, a;=5i-5j+2k:

1) provare che tra essi ve ne sono al piu due linearmente indipendenti e trovarne due or-
togonali, ({a;, a,})
i1) a partire da tali vettori ortogonali costruire una base ortonormale.

{al a) apNay }
VIT V107 [ag A |

.13 - Nello spazio S3 dei vettori ordinari rispetto alla base ortonormale (i, j, k) sono dati 1
vettori: a; =2i+3j—k, a;=2j+k, az=-2i—j+2k, as=2i+].

1)  Dire se sono linearmente indipendenti; (no)
i1) calcolare (a; + 2a3) - (3ay); (15)
iil) costruire il vettore b = a; A 2ay; (10i — 4j + 8k)
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CAPITOLO I1

SPAZI VETTORIALI

2.1 - Definizione di spazio vettoriale.

Fissiamo un campo numerico K, ad esempio K = R (campo dei numeri reali) oppure K = C
(campo dei numeri complessi) e sia V un insieme i cui elementi denotiamo con vy, va,....

DEFINIZIONE 2.1.1 - Diciamo che V e uno spazio vettoriale su K se in V sono date:
- un’operazione, detta somma, che ad ogni coppia v;, v, di elementi di V associa un unico
elemento di V denotato con v; + v3;
- un’operazione, detta prodotto per scalare, che ad ogni coppia A € K e v € V associa un
unico elemento di V denotato con Av.
Le due operazioni devono soddisfare i seguenti assiomi:
(1) {V, +} éun gruppo commutativo, cioe:
I; - per ogni scelta di v, e vy in V si ha: v; + v, = v, + v, (proprieta commutativa);
I, - per ogni scelta di v;, v, e vz in V si ha: (v; +vy) +v; =v; + (v, + v3) (proprieta as-
sociativa);
I; - esiste un elemento 0 in V tale chev + 0 = v per ogniv € V;
1y - per ogni v € V esiste v' (oppposto di v) tale chev +v' = 0.
(11) la legge di prodotto per scalari gode delle seguenti proprieta, per ogni scelta di A e u
in K e per ogni scelta div;, voevinV:
U] - /1(‘»‘1 + Vg) = /1\)1 + /1‘»‘2,‘
IL-(A+wpwv=2+uy
113 - (J) v = A(uv);
11, - Iv = v, dove 1 e ['unita moltiplicativa di K.
Gli elementi di K vengono detti scalari, gli elementi di V vengono detti vettori.

Vediamo ora alcuni esempi di spazi vettoriali.

ESEMPIO 2.1.1 - L’insieme dei vettori del piano (dello spazio), definiti come classi di seg-
menti orientati equipollenti, con le operazioni di somma di vettori e prodotto di un numero
reale per un vettore definite in 1.2.3 e 1.2.4 (nel § 1.3), ¢ uno spazio vettoriale sui reali che
viene indicato con S; (S3).

ESEMPIO 2.1.2 - SiaR" =R x R x...x R (n > 1) I’insieme delle n-ple di numeri reali.
La somma di due elementi di R" ¢ definita da:
(al,..., an) + (b1,..., bn) = (a1 + b1,..., a, + bn)
Il prodotto di un numero reale A per un elemento di R" ¢ definito da:
May,..., ap) = (Aay,..., Aay).
Si verifica che R" rispetto alle operazioni sopra definite ¢ uno spazio vettoriale su R che
viene detto esempio fondamentale.

ESEmMPIO 2.1.3 - Sia Ry[x] I’insieme dei polinomi a coefficienti reali di grado minore od
uguale ad n con le usuali operazioni di somma di polinomi e di prodotto di un reale per un
polinomio. Si verifica che R,[x] € uno spazio vettoriale su R.

Se si considera invece 1’insieme dei polinomi di grado n rispetto alle stesse operazioni, non
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16 Capitolo 2 — Spazi Vettoriali

si ottiene uno spazio vettoriale in quanto, ad esempio, manca il polinomio nullo.

DEFINIZIONE 2.1.2 - Un sottoinsieme non vuoto V' di uno spazio vettoriale V si dice sotto-

spazio vettoriale di V se ¢, a sua volta, spazio vettoriale per le restrizioni delle operazioni
diValV.

Esistono due criteri equivalenti per stabilire quando un sottoinsieme non vuoto ¢ un sotto-
spazio.

PROPRIETA 2.1.1 - I° criterio.

V' e un sottospazio di V se é chiuso rispetto alle due operazioni. Ossia:

1) VuelV'eVvel'=u+vel,

2) VuelV'eVieR=Au eV

Si osservi che la 2) implica che ou=0 € V'eche (-l)u=-u € V"

Tutte le altre proprieta della definizione di spazio vettoriale sono verificate anche in V' in
quanto proprieta di tipo universale.

PROPRIETA 2.1.2 - II° criterio.
V'e un sottospaziodi Vse: Yu e V', W'weV'e VaeR, Ve R = au+ pv eV

Per la verifica dell’equivalenza dei due criteri si veda Quaderno #38 Esercizio 1.16.

ESEMPIO 2.1.4 - L’insieme formato dal solo vettore nullo ¢ sottospazio vettoriale di qual-
siasi spazio vettoriale; per verificarlo basta usare uno dei due criteri.

ESEMPIO 2.1.5 - 11 sottoinsieme H di R* formato dalle quaterne del tipo (aj, az, 0, 0) ¢ sot-
tospazio vettoriale. Infatti usando il I° criterio si ha:

(a1, a3, 0,0) + (by, by, 0,0)=(a; + by, a, + by, 0,0) € H,

May, ap, 0, 0) = (Aay, Aay, 0, 0) € H.

Non ¢& sottospazio vettoriale di R* il sottoinsieme K delle quaterne (aj, 1, 0, 0) in quanto
non contiene il vettore nullo.

Tenendo conto dei criteri visti si dimostra facilmente la:

PROPRIETA 2.1.3 - L’intersezione insiemistica di due sottospazi H e K di V e supporto di un
sottospazio di V.

DEFINIZIONE 2.1.3 - Due sottospazi H e K di V si dicono disgiunti se H N K = {0}.

Invece [’unione insiemistica di due sottospazi non ¢, in generale, un sottospazio.

ESEMPIO 2.1.6 - Nello spazio vettoriale R* siano H il sottospazio vettoriale delle quaterne
(0, az, a3, 0) e K 1l sottospazio vettoriale delle quaterne (a;, 0, 0, a4). La loro unione insie-
mistica contiene gli elementi (0, 1, 2, 0) e (2, 0, 0, 3) ma non (0, 1, 2, 0) + (2, 0, 0, 3) =
=(2, 1, 2, 3) e quindi non ¢ un sottospazio.

PROPRIETA 2.1.4 - Siano H e K due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Il sot-
toinsieme S i cui elementi sono del tipo x + y al variare di x in H e di y in K é un sottospa-
zio vettoriale di V che si dice sottospazio somma di H e K e si indica con S = H + K.

Per la dimostrazione si veda Quaderno #38 Esercizio 1.15.
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2.2 - Dipendenza ed indipendenza lineare. Basi e dimensione.

Le nozioni di dipendenza ed indipendenza lineare definite per i vettori di S, ed Ss si gene-
ralizzano ad un qualunque spazio vettoriale V su R mediante la:

DEFINIZIONE 2.2.1 - Siano vy, ..., v, m vettori di uno spazio vettoriale V su R (campo dei
numeri reali) ed aj, ..., , m numeri reali: il vettore

v=qov; +...t o,y
si dice combinazione lineare (in breve c.l.) dei vettori vy, ..., vy, con coefficienti ay, ..., O n.

Fissati m vettori di V, vy,..., vy I’insieme dei vettori loro combinazioni lineari € un sotto-
spazio vettoriale F di V che viene anche indicato con L <wvy,..., vy, >.

L <vy,..., viy > non dipende dall’ordine con cui si considerano i vettori per la proprieta
commutativa della somma.

DEFINIZIONE 2.2.2 - Un insieme di vettori {vj,..., vy} si dice un sistema di generatori di V
se ogni vettoreu di Vecl divy,..., vy

DEFINIZIONE 2.2.3 - Sia V uno spazio vettoriale. Un sistema di vettori {v,, ..., v,} si dice li-
nearmente dipendente o legato (brevemente l.d.) se esiste una combinazione lineare con
scalari ay, ..., a, non tutti nulli che da il vettore nullo:

0 = O(.1V1 +... + O(.pr.

In questo caso i vettori vy, ..., v, sono detti l.d.

Un sistema di vettori {vj, ..., v,} si dice linearmente indipendente o libero (brevemente L.i.)
se ['unica combinazione lineare dei vettori v, ..., v, che da il vettore nullo e quella con gli
scalari tutti nulli. In tal caso i vettori vy, ..., v, sono detti L.i.

Valgono le seguenti proprieta:

- se uno dei p vettori vi,.., v, ¢ il vettore nullo, 1 vettori sono l.d., come prova la relazione
0=0v;+....... +10+....... +0vp;

- 1 vettori vy,..., v, sono l.d. se e solo se uno di essi € esprimibile come c.1. dei rimanenti;

- se il sistema di vettori {vi,..., vp} € L.d. anche ogni suo soprainsieme lo ¢;

- un vettore v non nullo ¢ L.i.;

- se il sistema di vettori {vi,..., vp} € Li. nessuno dei vettori ¢ nullo;

- se il sistema di vettori {vi,..., v,} € Li. anche ogni suo sottoinsieme lo €.

DEFINIZIONE 2.2.4 - Sia V uno spazio vettoriale. Diciamo che [’insieme ordinato di vettori

Vi,..., ¥, forma una base di V se i vettori formano un sistema di generatori ed inoltre sono
Li.

TEOREMA 2.2.1 - Un sistema di vettori {v, ..., v,} di uno spazio vettoriale V ¢ una base di V
se e solo se ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy, ..., v,}.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che {vi,..., v} sia una base di V e proviamo che
ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy,..., v,}.

Se v avesse due scritture: v =x;v; + Xov2 +....+ XpVp = X, V1 + X, V2 +...+ X, v, si avrebbe
X1 —x)vi+t (X2 —X,)V2+... ¥ (Xn — X, )Va = 0.

Poiché vj,.., v, sono linearmente indipendenti I’unica loro combinazione lineare che da il

'

vettore nullo ¢ quella a coefficienti tutti 0. Ne segue che x; =X '1, Xy = x'2 yeees Xn = X«
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18 Capitolo 2 — Spazi Vettoriali

Viceversa se ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy,..., v,} ¢ imme-
diato che {vi,..., vq} sia un sistema di generatori.
Inoltre esprimendo il vettore nullo mediante {vy,..., vy} si ha:

0= X1V] T Xovp +...F XV = 0V1 + ...+ OVn.
Per I"unicita della scrittura deve essere x; =0, X, =0,..., X, = 0 e quindi 1 vettori sono line-
armente indipendenti.

DEFINIZIONE 2.2.5 - Se {ey, ..., ey} € una base di uno spazio vettoriale V |l ’espressione:
V=Xe] T Xpey ...+ Xye,
e detta decomposizione del vettore rispetto alla base.

Gli scalari sono univocamente determinati dal vettore e si dicono componenti rispetto alla
base {ei,..., e,}.

OSSERVAZIONE - Il vettore nullo ha componenti (0, 0,..., 0). Il vettore e; ha componenti
(1, 0,..., 0) nella base {e,..., e,} infatti si ha:

e =1le; +0ep +...+ Oe,
e cosi e; ha componenti (0, 1, 0,..., 0),..., e, ha componenti (0,..., 0, 1).

DEFINIZIONE 2.2.6 - Uno spazio vettoriale V si dice finitamente generato se esiste un nu-
mero finito r di vettori v, ..., v, tali che V = L<vy,..., v,>.

Nel seguito supporremo che V sia finitamente generato.

Dimostriamo tre teoremi relativi a spazi vettoriali finitamente generati detti rispettivamente
teorema degli scarti successivi, teorema della base incompleta e teorema della dimensione
che permettono di dare la definizione di dimensione di uno spazio vettoriale (finitamente
generato). Prima di dimostrare tali teoremi premettiamo una proprieta.

LEMMA 2.2.1 - Comunque si scelga un insieme non vuoto e finito A = {v,, ..., v, } di vettori
non tutti nulli di uno spazio vettoriale V, esiste un sottoinsieme B di A formato da vettori
linearmente indipendenti e tali che qualunque vettore di A risulti combinazione lineare di
vettori di B.

Dimostrazione - Se 1 vettori v; (i = 1,.., n) sono linearmente indipendenti B coincide con A.
Se invece i vettori di A sono linearmente dipendenti costruiamo 1’insieme B = {uy,..., uy,}
scegliendo in modo opportuno dei vettori di A che indicheremo con u; (j = 1,..., m).
Almeno uno degli elementi di A per ipotesi ¢ non nullo: supponiamo sia v; # 0 e poniamo
u; = vi. Se tutti gli altri vettori di A sono combinazione lineare di u;, ossia v, = tuy,...,
vn = thuy, 1l sottoinsieme cercato ¢ B; = {u; }.

Se invece almeno uno dei vettori di A — {v;} non ¢ combinazione lineare di v;, supponia-
mo ad esempio v, # tv], poniamo u, = v,. Se tutti gli altri vettori di A sono combinazione
lineare di v; e v, (cio¢ di u; ed u, per le posizioni fatte), ossia se:

v3 = azu; + bsuy,..., v, = ayu; + byuy il sottoinsieme cercato € B, = {uy, uy}.

Se invece almeno uno dei vettori di A — {v;, v»} non ¢ combinazione lineare di v, € vy, si
ripete il procedimento e si scelgono successivamente vettori us = vs,..., Uy = Vp fino a
formare un sottoinsieme By, = {uy, uy,..., up} di vettori di A linearmente indipendenti e tali
che ogni altro vettore di A sia loro combinazione lineare.

TEOREMA 2.2.2 (degli scarti successivi) - In uno spazio vettoriale V da ogni insieme di ge-
neratori e possibile estrarre una base.
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Dimostrazione - Indichiamo con A = {vy,..., v4} un insieme di generatori dello spazio vet-
toriale V. Tali vettori non sono tutti nulli a meno che V stesso sia ridotto al solo vettore
nullo. Possiamo allora applicare all’insieme A il lemma 2.2.1 ed estrarre da A un sottoin-
sieme B formato da vettori linearmente indipendenti e tali che ogni vettore di A sia combi-
nazione lineare di vettori di B. Vogliamo provare che B ¢ una base di V: essendo formato
da vettori linearmente indipendenti ¢ sufficiente verificare che ¢ un insieme di generatori.
Possiamo supporre che B sia costituito dai primi m vettori di A, cio¢ B = {vy,..., Viu}; 1 re-
stanti vettori di A risultano loro combinazione lineare:

Vim+1= al(l)vl + az(l)vz +...t am(l)vm

Vm+2 = 31(2)V1 + 32(2)V2 +...+ am(z)vm

Vo= al(n_m)vl + az(n_m)Vz +...+ am(“_m)vm

Poiché A ¢ un insieme di generatori ogni vettore di V ¢ loro combinazione lineare, quindi
per ogni vettore v di V risulta v =t;v; + thvy +...+ Vi + ty 4 1V + 1 +...F tav. Sostituendo
aVp+1,..., Vy l€ loro espressioni come combinazioni lineari di vy,..., vy, risulta:

V=1V + Vs Tt tnVim + e 12OV + 2Py, o anDvin) o (@™ ™y +

+a," " My, ..+ an,™ ~ ™y,,) ossia ogni vettore v & combinazione lineare di vi,..., Vi ©
quindi V ¢ generato da B.

TEOREMA 2.2.3 (della base incompleta) - Se V e uno spazio vettoriale avente per base
Bley, ..., e} e se vy,..., v, (r < n) sono r vettori linearmente indipendenti di V, possiamo
formare una nuova base di V sostituendo r vettori e;con i vettori vy, ..., v,.

Dimostrazione - Dimostriamo questo teorema per ricorrenza ed indichiamo con p ’indice
variabile: proviamo cio¢ che il teorema ¢ vero quando p = 1 e che se il teorema ¢ vero per
p — 1 vettori ¢ vero anche per p vettori (p < n), da questo segue che il teorema ¢ vero per
ogni r vettori con r < n.

Proviamo il teorema per p = 1: consideriamo un solo vettore libero v, cio¢ non nullo,di V.
Il vettore v si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori della base B con coef-
ficienti non tutti nulli:
(1) V=X + X0€) ...+ X,
Supponendo che sia x; # 0, moltiplicando ambo i membri della (1) per x; ™' si ha:
X1_1V =e; + Xl_leez +...+ Xl_anen
da cui:
€ = Xl_lV — X1_1X2€2 —... xl_lxnen.
Proviamo che 1 vettori v, e,,..., e, formano una base di V.
Ogni combinazione lineare di ey, e,..., e, ¢ anche combinazione lineare di v, ey,..., e, in-
fatti se w = oje; + ane; ...+ e, sostituendo ad e I’espressione trovata prima risulta:
W= ocl(xflv - X1_1X2€2 —— xl_lxnen) +oper ...t ogen =
= (0(,1X171)V + (0(2 — OL1X171X2)62 +.. .+(0Ln — oclelxn)en.
I vettori v, ey,..., €, formano quindi un sistema di generatori di V.
Dimostriamo ora che essi sono linearmente indipendenti, cio¢ che ’unica loro combina-
zione lineare che da il vettore nullo ¢ quella a coefficienti tutti nulli. Sia:
(2) oV +one ...+ ose, = 0.
Se a; # 0 moltiplicando la relazione precedente per o, si ottiene:
v+ al_lazez +...+ al_lanen =0
vV=-— on_loczez - ocflocnen
il che ¢ assurdo perché nella (1) v ¢ espresso nella base B con coefficiente x; # 0 rispetto
ad e; e la decomposizione di un vettore in una base ¢ unica. Deve quindi essere o,y = 0 e
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sostituendo nella (2) risulta: oe; +...+ a,e, = 0 che ¢ una combinazione lineare di vettori
linearmente indipendenti. Essa da il vettore nullo solo se tutti i coefficienti sono nulli:

o =...= dy = 0 quindi, in definitiva, o} = o, =...= o, = 0 ed 1 vettori v, ey,..., €, sono line-
armente indipendenti ed essendo anche generatori formano una base di V.

Supponiamo ora che il teorema sia vero per p — 1 vettori e proviamolo per p vettori (p < n).
Siano vy,..., v, p vettori linearmente indipendenti di V. Applicando il teorema ai primi p—1
vettori vy,..., Vp — 1, che sono linearmente indipendenti, esistonon — (p — 1) cio€ n —p + 1
vettori opportunamente scelti nella base B, supponiamo per semplicita che siano

€p, €+ 1,..., €y, tali che vi,..., v, _1, €y, €, +1,..., €, formino una base per V.

In particolare il vettore v, si puo esprimere come loro combinazione lineare:

(3) Vp = Y1V1 +.. .+ yP_ ]Vp_ 1 + ypep + yp+ lep+ 1 +.. .+ yhen.

Ma vy,..., v, sono linearmente indipendenti quindi v, non ¢ combinazione lineare di

Vi,.ry Vp—1 € PEICiO yYp€p + Yp+1€p+1 +... 7 Ynes # 0.

Poiché anche questi vettori sono linearmente indipendenti almeno uno degli scalari

Yp> Yp + 15---» ¥Yn € noN nullo: supponiamo ad esempio che sia y, # 0 e procediamo come nel
caso p = 1. Moltiplicando ambo i membri della (3) per yp_1 si ricava:

€ =Yp Vp—Yp (YiVi oot Yoo 1Vpo 1+ Yps1€pe1 ot Yaen).

Ogni vettore combinazione lineare di vi,..., Vp_ 1, €y, €, + 1,..., €, ¢ anche combinazione li-
neare di Vi,..., Vp_1, Vp, €+ 1,..., €.

Infatti w = BIVI +...+ Bp* 1Vp—-1 + Bpep + Bp‘*’ 1€p+1 +...+ Bnen = BIVI +...+ Bp* 1Vp—-1 +

+ Bp[}’pilvp - Ypil(yl"l totYp Vo1t Ypri€per tot ynen)] + Bpiep g+t Bren =

(Br - BpYP_lyl)Vl ot Bp-1 - Bp}’p_l}’p— DVp-1F Bpr_le +(Bp+1— Bp}’p_l}’p+ ep+1+
ot (Bn - Bp}’p_lyn)en

quindi Vi,..., Vp_1, Vp, €+ 1,..., € formano un sistema di generatori di V.

Come nel caso p =1 si dimostra che vy,..., v, _1, Vp, €, + 1,..., €, sono linearmente indipen-
denti e formano quindi una base di V. Cio prova il teorema nel caso generale.

TEOREMA 2.2.4 (della dimensione) - Sia V uno spazio vettoriale in cui esiste una base com-
posta da n vettori. Allora:

- n ¢ il massimo numero di vettori linearmente indipendenti di V;

- ogni altra base di V ¢ formata da n vettori.

Dimostrazione
1) Supponiamo per assurdo che esistano in V p vettori linearmente indipendenti vi,..., v,
con p > n. Il sottoinsieme formato dai vettori vy,..., v, € costituito da vettori linearmente
indipendenti e per il teorema 2.2.2 formano una base di V. Possiamo allora esprimere il
vettore v, + 1 in tale base come:

Vi+1=Y1V1 T...F YaVy
il che ¢ assurdo perché 1 vettori Vi,..., Vo, Vq + 1,..., Vp SONO linearmente indipendenti e
quindi uno non ¢ combinazione lineare degli altri.

2) Detta {ey,..., e,} la base di V data, sia {f},.., f,} un’ulteriore base di V. I vettori f},.., f,
sono linearmente indipendenti e per quanto provato al punto 1) deve essere m < n.
Considerando ora come base data in V{fy,..., f,,} e scegliendo come vettori linearmente
indipendenti {ey,..., e,} con ragionamento analogo risulta n < m quindi n = m e tutte le ba-
si sono formate dallo stesso numero di vettori.

DEFINIZIONE 2.2.6 - Si dice dimensione di uno spazio vettoriale V finitamente generato il
numero n di vettori che ne costituiscono una qualunque base.
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Per indicare che la dimensione di V ¢ n si scrive dimV = n oppure V,,.
Se V = {0} si pone dimV = 0.

OSSERVAZIONE 1 - La dimensione n di V ¢ anche il massimo numero di vettori l.i. di V per
il teorema 2.2.3.

OSSERVAZIONE 2 - In vari esercizi ¢ nota la dimensione n dello spazio V. In tal caso per
decidere se n vettori uy, uy,..., U, costituiscono una base di V basta verificare se gli n vetto-
ri sono l.i. oppure se generano V, perché una proprieta implica 1’altra.

ESEMPIO 2.2.1 - Lo spazio vettoriale R" ha dimensione n ed una sua base ¢ formata dalle
n-ple: (1, 0, 0,..., 0), (0, 1, 0,..., 0), ..., (0, 0,..., 0, 1).

ESEMPIO 2.2.2 - Lo spazio vettoriale Ry[x] ha dimensione n + 1 e una sua base ¢ formata

. . . 2
dai polinomi: 1, x, x°,..., x".

2.3 - Esercizi proposti.

IL.1 - In R? sono dati i vettori: a(2,1,2),b(1,1,-1), ¢(0,-1, 4):
1) provare che a e b sono linearmente indipendenti;
i1) provare che a, b e ¢ sono linearmente dipendenti. (¢=a—-2b)

I1.2 - Dire se i seguenti vettori dello spazio vettoriale reale R® sono linearmente indipen-
denti oppure linearmente dipendenti:

1) u=(1,2,-3), v=(-1,1,2), w=(0, 3,-1); (linearmente dipendenti w=u + V)
i) u=(0,1,1), v=(2,1,1), w=(1, 2, 3); (linearmente indipendenti)
i) u=(1,2,0), v=(1,-1,3), w=(0,2,0), t=(8,5,7). (linearmente dipendenti)

I1.3 - Dire se i seguenti vettori dello spazio vettoriale reale R* sono linearmente indipen-
denti oppure linearmente dipendenti:

1) u=(0,-1,2,3), v=(0,-3,6,9); (linearmente dipendenti v = 3u)
i) u=(1,-2,1,1), v=(0,1,2,3), w=(-1,0,2,0). (linearmente indipendenti)

I1.4 - Nello spazio vettoriale reale R* sono dati i vettori u = (1, 2) e v = (a, 1) dove a & un
numero reale; dire per quali valoridia u e v sono linearmente indipendenti. (a=1/2)

IL.5 - Nello spazio vettoriale reale R® stabilire quali dei seguenti sottoinsiemi sono sotto-
spazi vettoriali di R’:

1) F={x=(x1, X2 X3)/ X1 —2x, + x3=0}; (si)
11) G= {X = (Xl, X2, X3) / 2X1 + X3 — 1= 0}, (no)
iii) H={x=(x), X, X3)/X; +X35 —x3=0}. (no)

11.6 - Nello spazio vettoriale reale R* si considerino i sottoinsiemi:

1) F={x=(X, X2, X3, Xa)/ X1+ X2+ X3+x4=0 € X; —Xp+x3—X4=0};

1) G={x=(x1, X2, X3,X4)/X] =X2 € X3=—X4}.

Dimostrare che sono sottospazi vettoriali di R*,

Determinare una base e la dimensione di F e G. (dim F =2, base ((1, 0, -1, 0),(0, 1, 0, 1))
(dim G =2, base ((1, 1, 0, 0),(0, 0, 1 ,—1))
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I1.7 - Nello spazio vettoriale Ej, rispetto alla base canonica B(ej, e;, €3) sono dati i vettori:
a(l,2,-1),b(2, 3, 1), c(0,-1, 4).

Determinare i numeri reali r,s,t in modo che il vettore ra + sb + tc¢ sia:

1) egualeadey; (r=-13,s=7, t=-5)
i1) parallelo al vettore u = 3e; + 2e; — e3. (r=-25k, s =14k, t=—10k Vk € R)

I1.8 - Nello spazio vettoriale Rj3[t] dei polinomi di grado minore od uguale a 3 a coefficien-

ti reali su R con le consuete operazioni si considerino i seguenti sottoinsiemi:

A= {p()=po+pit+p2+pst/p2=pi+ps po=0}

B = {p(t)=po+pit+pst’+pst /pi=2po,ps=ps+1}.

1) Quale tra A e B ¢ un sottospazio vettoriale? (A)

i1) Considerato il sottospazio vettoriale trovato, individuarne una base e la dimensione;
(dim A =2)

iii) costruire una base di Ri[t] contenente i polinomi della base scelta per il sottospazio.

I1.9 - Dati in R” i sottospazi vettoriali:
H={(x,y,2,t)/2x-z=0,y=0} e K=L<(0,2,1,-1),(1,-2, 1, 1), (1, 0, 2,0)>:

1) determinare una base e la dimensione di H; By =1{(1,0,2,0),(0,0,0, 1)}; dim H=2)
i1) determinare una base e la dimensione di K; Bk ={(0,2,1,-1),(1,-2,1, 1)}; dim K = 2)
ii1) determinare una base e la dimensione di H N K (Bu~k = {(1,0,2,0)}; dim HNK = 1)

iv) determinare una base e la dimensione di H + K.
(BH+K: {(03 On On 1)3 (Oa 23 19 _1)3 (13 _23 19 1)}5 dimH+K= 3)

I1.10 - Nello spazio vettoriale R* dire se i seguenti insiemi di vettori sono linearmente indi-
pendenti e se formano una base di R*:

A=1{(1,2,0,-1),(0,0,0,0),(3,1,0,2),(2,1,0,3)} (lin. dip.; no base)
B={0,-1,-1,0),(1,0,0,0),(2,3,1,2),(-1,0, 1, 1)} (lin. indip.; base)
C = {(O’ 1’ 5 ,3)’ (2, 0, 0, 0)’ (O’ O’ O’ _3)’ (O’ 2’ O’ O)’ (0, 0, _1’ O)} (lin' dip'; nO base)

D= {(0, 1,0,2),(1,2,0,-3),(2,0,0,0)} (lin. indip.; no base)
Determinare la dimensione ed una base del sottospazio:
H=1<(1,0,1,0),(-2,0,2,-1),(-3,0,-3,0),(3,0,-1, 1)>.

I1.11 - Nello spazio vettoriale R;[t] dei polinomi di grado minore od uguale a 2 a coeffi-
cienti reali su R con le consuete operazioni si considerino i seguenti sottospazi:
A={po+pit+pst’/pi=2po—pa}

B=L<l+t+t}2— 3t 2t + 5t>>. Determinare:

1) una base e la dimensione di A; (Ba= {1 +2t,—t+t’}, dim A =2)
1) una base e la dimensione di B; (Bg = {2 - 3, 2t + 5t*}, dim B =2)
iii) una base e la dimensione di A N B; (Barp={l+t+t},dimANB=1)
iv) una base ¢ la dimensione di A + B. (Basp={l+2t, —t+t,2 -3¢}, dimA+B=3)

I1.12 - Nello spazio vettoriale R,[t] dei polinomi di grado minore od uguale a 2 a coeffi-
cienti reali su R con le consuete operazioni dire se 1 seguenti sottoinsiemi sono formati da
vettori linearmente indipendenti, se formano un insieme di generatori, se formano una base
di Ry[t]:

A={1+2t,3+ 2,2 - 2t+ tz} (lin. dip.; no generatori, no base)
B={3-2t+ t2, 2+3t— t2, 2+ 4t2} (lin. indip.; generatori, base)
C={t- 7, 2—t+ tz} (lin. indip.; no generatori, no base)
D={3+ tz, 4-2t+ tz, 1-2t— t2, 1 +t+ tz}. (lin. dip.; generatori, no base)
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CAPITOLO III

MATRICI E DETERMINANTI

3.1 - Matrici.
3.1.1 - Definizione di matrice.
Sia R il campo dei numeri reali con le consuete operazioni di somma e prodotto.

DEFINIZIONE 3.1.1 - Si dice matrice a coefficienti in R una tabella rettangolare del tipo:

ap  dp ap,
a a . ... a
_ 21 22 - . |l
4= =[]
aml amZ amn

dove ajj, aj, ..., Ay SONO numeri reali.

Ogni termine che compare in A ha due indici: ajj appartiene alla riga i-esima ed alla colon-
na j-esima, ad esempio a3 indica il termine appartenente alla seconda riga ed alla terza co-
lonna.

Una matrice con m righe ed n colonne (come A) si dice matrice m x n o matrice (m, n) a
coefficienti in R.

Le matrici si dicono quadrate se n = m, cio¢ se hanno ugual numero di righe e colonne.

Due matrici A = ‘ a;|l e B= H b;; || si dicono uguali se hanno ordinatamente uguali tutti i
loro elementi.

. -1 2 1 h 2 1 2 k| .
EsemMPIO 3.1.1 - Date le matrici A = ,B= ,C= , Sl

B 343 1 343 1

ha che A = B se e solo se h = —1 mentre A e C sono sempre distinte qualunque sia il valore
dik.

La matrice nulla ha tutti i termini uguali a zero, ad esempio la matrice nulla di tipo (2, 3) ¢
0 0

0 0

la matrice

3.1.2 - Somma di due matrici.

DEFINIZIONE 3.1.2 - Siano A = H a; H eB= H by H due matrici di tipo (m, n) a coefficienti in

R. Diciamo somma di A e B la matrice C = H a; +b[j H i cui termini sono la somma dei

termini aventi la stessa posizione in A ed in B.

1 2 0 2 1 4
Ad esempio |[—-1 3|+ |-1 1| =|-2 2| mentre non ha senso sommare le matrici
3 4 -1 =2 2 2

Dipartimento di Matematica



24 Capitolo 3 — Matrici e Determinanti

1 2
1 -1 2
-1 3|e erché non sono dello stesso tipo.
N N ERRE 1” P P

3.1.3 - Prodotto di un numero reale per una matrice.

DEFINIZIONE 3.1.3 - Siano A :H a; H una matrice (m, n) € A un numero reale. Diciamo pro-

dotto di A per A la matrice A A :H ray H 1 cui elementi sono gli elementi di A moltiplicati

per A.

Ad esempio: 5

1 -1 SH_HS -5 40”

0 3 1 0 543 5

Applicando le definizioni di somma di matrici e di prodotto di un numero reale per una
matrice e le proprieta delle operazioni fra numeri reali si dimostra la:

PROPRIETA 3.1.1 - L’insieme Mp(R) delle matrici di tipo (m, n) a coefficienti in R € uno
spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma di matrici e di prodotto di un numero
reale per una matrice.

Nel caso in cui n = m, cio¢ quando il numero delle righe coincide con il numero delle co-

lonne, lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n si indica con My(R).

3.1.4 - Trasposta di una matrice.

DEFINIZIONE 3.1.4 - Sia A = H ain una matrice di tipo (m, n), cioe un elemento di M,, ,(R).

Si dice trasposta di A, e si indica con ‘A, la matrice di tipo (n, m) ottenuta da A scambian-
do ordinatamente le righe con le colonne.

1 0 X,
1 4 1 .
AdesempioseAZH0 s siha'A=|l4  2|,seB=| ! [sihaB=|x, ... x|
1 -1 X

n

DEFINIZIONE 3.1.5 - Una matrice quadrata si dice simmetrica se ‘A = A cioé se coincide
con la sua trasposta; si dice antisimmetrica se 'A = —A.

DEFINIZIONE 3.1.6 - Una matrice quadrata si dice diagonale se a; = 0 per i #j cioé se solo
gli elementi della diagonale possono essere non nulli.

DEFINIZIONE 3.1.7 - La matrice diagonale avente tutti gli elementi a;; = 1 si dice matrice
identica e si indica con [,

Esempio 3.1.2
2 0

0 3 ¢ matrice diagonale, quindi anche simmetrica;
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21 . . .
13 H ¢ matrice simmetrica, ma non dlagonale;
2.0 . . . .
|3 € matrice non simmetrica,

0o 1) . . . .

| € matrice antisimmetrica.

1 . e
L= 0 ¢ la matrice identica di ordine 2.

3.1.5 - Prodotto di matrici.

DEFINIZIONE 3.1.8 - Date due matrici A = H a;

€My 4(R) e B= || b || e M, »(R) (tali che

il numero di colonne della prima sia uguale al numero di righe della seconda) si dice pro-

dotto righe per colonne di A e B la matrice AB = C = | ¢; H € M, ,(R) i cui elementi c;; so-

n
no dati dalla formula c;; = ai;bj; + ai2by +...+ aib,; = Zaikbkj .
k=1

Per ottenere I’elemento c;j; in pratica:

- si considerano la riga i-esima di A e la colonna j-esima di B,

- si fanno 1 prodotti dei termini corrispondenti,

- si sommano i prodotti cosi ottenuti.
Risulta dalla definizione che la matrice AB, se esiste, ha lo stesso numero di righe di A e lo
stesso numero di colonne di B.

1 2 -1 2
ESEMPIO3.1.3—DatelematriciA=H1 2 -1 eB=| 1 1 0 4| siha:
2 -0 1 3 0 1
Cf1e2-1 242-3 -1 2+8-1] |2 1 -1 9
o2-1 4 -2 4—4H_H 13 -2 0

Si noti che non si puo fare il prodotto B A perché il numero delle colonne di B, cio¢ 4, non
¢ uguale al numero delle righe di A, cio¢ 2.

1 123
Date lematrici A= |1 2 3| eB=|2|risultaAB=|5|¢eBA=|2 4 6
0 000

Si noti che A B # B A: per il prodotto di matrici non vale la proprieta commutativa.

PROPRIETA 3.1.2 - Per il prodotto di matrici righe per colonne valgono le seguenti proprie-
ta per ogni scelta di matrici A, B, C tali che i prodotti siano effettuabili e per ogni A reale:
Proprieta associativa: A(BC) = (AB)C;

Proprieta distributiva a destra: A(B + C) = AB + AC;

Proprieta distributiva a sinistra: (A + B)C = AC + BC;

Proprieta di omogeneita: A(AB) = (A4)B = A(AB)
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3.1.6 - Lo spazio delle righe, lo spazio delle colonne ed il rango di una matrice.

Sia data una matrice A = H a; H € Mn, n(R) ed indichiamo con Ry, Ry,..., Ry le righe che

consideriamo come n-ple ossia elementi di R" € con Cy, C,,..., C, le colonne che conside-
riamo come m-ple ossia elementi di R™.

Il sottospazio L< Ry, R,..., Ry > di R" generato dalle righe di A ¢ detto spazio delle righe
di A e si denota con Ry; il sottospazio L< Cy, C,..., C, > di R™ generato dalle colonne di
A ¢ detto spazio delle colonne di A e si denota con Ca.

—_— = O

1
ESEMPIO 3.1.4 - Considerata la matrice A = || 2
3

I’insieme delle righe ¢ formato da {(1, 0), (2, 1), (3, 1)} e lo spazio da esse generato & R%;
I’insieme delle colonne ¢ formato da {(1, 2, 3), (0, 1, 1)} e lo spazio da esse generato ¢ un
sottospazio di R’ di dimensione 2.

Come visto nell’esempio, lo spazio delle righe e lo spazio delle colonne sono in generale
diversi, ma si dimostra che hanno la stessa dimensione.

TEOREMA 3.1.1 - Considerata una matrice A :H a; H € My o(R) lo spazio delle righe di A e

lo spazio delle colonne di A hanno la stessa dimensione. In simboli: dim Rx = dim Ca.

Dimostrazione - Indichiamo con r la dimensione di Ra: esistono quindi r vettori di R" che
generano Ru. Siano:

Vi = (d]l,..., d]n)

V) = (d21,..., dzn)

Vr = (drl,. Y dm).
I vettori riga sono combinazioni lineari dei vettori vy, va,..., V; quindi:
Ri=puvi +...+ puvr
Ry =parvi +... 4+ parve

Rm = Pm1V1 +...+ PmrVr.
Nella base canonica di R" le espressioni precedenti danno per la prima componente di ogni
riga:
aj) = pndi +pradar ...+ predn
az1 = p21di1 + pda ... 4 pardi

ami = Pmi1di1 + pm2dar +...+ pmedr.

Il primo vettore colonna di A si scrive:

ap P11 Pir
a p p

21 =d;; _21 +...+dy ,2r =dyw; +...+dyw,=C,.
aml pml pmr

Allo stesso modo si prova che C,, Cs,..., C, sono combinazioni lineari di wy,..., w;, pertan-
to dim Cp <1 =dim Ra.
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Scambiando il ruolo delle righe con quello delle colonne, ossia considerando la matrice
trasposta di A si prova dim Ra <1 = dim Cy da cui segue dim Cx =1 = dim Rx.

DEFINIZIONE 3.1.9 - Si dice rango di una matrice A, e si indica con r(A), il numero che
rappresenta la dimensione comune degli spazi delle righe e delle colonne di A.

La matrice dell’esempio 3.1.4 ha rango 2.

3.1.7 - Matrici ridotte.

DEFINIZIONE 3.1.10 - Una matrice A = H a; H € M., ,(R) si dice ridotta per righe (per co-

lonne) se in ogni riga (colonna) non nulla esiste un elemento non nullo, che diremo spe-
ciale, al di sotto (a destra) del quale gli elementi di A sono tutti nulli.

Gli elementi dell’ultima riga (colonna) sono tutti speciali.
In una riga (colonna) nulla non ci sono elementi speciali.

ESEMPIO 3.1.5. Consideriamo le seguenti matrici:

3 -1 0 3 -1 O 3 -1 0 30 0
A=(2 0 0f,B=f0 0 o0f,C=|1 0 Of,D=0 0 1
0 0 -1 2 0 -1 0 2 1 1 2 -1

La matrice A ¢ ridotta per righe e per colonne, B ¢ ridotta per righe ma non per colonne, C
¢ ridotta per colonne ma non per righe, D non ¢ ridotta né per righe né per colonne.

TEOREMA 3.1.2 - Se A4 :H a; H € My, ,(R) e una matrice ridotta per righe (per colonne) il

numero delle righe (colonne) non nulle coincide con il rango della matrice.

Dimostrazione - Dimostriamo la proprieta nel caso in cui la matrice A sia ridotta per righe
in quanto il caso delle colonne ¢ analogo.
Supponiamo per semplicita che A abbia la forma seguente:

A Qe A Ay e Ay
0 a, ... ay ay., ... a,
A=| 0 O a, a4, ... a4,
0 O 0 0 0
0 O 0 0 0
dovea;; #0,a»n #0,...,a,,#0.
Quindi:
Rl = (allﬂ A125-+ 5 Alry Alr+15- -5 aln)
R2 = (07 322,..., aZr; A+ Toeees a211)

R;.=(0,0,..., 81 @+ 1,..., am)
Rr+] = Rr+2 :...:Rm: 0
ed R ¢ generato dai primi r vettori riga che sono tutti diversi dal vettore nullo perché han-
no almeno un elemento non nullo; proviamo ora che tali vettori sono linearmente indipen-
denti. Considerata la combinazione lineare A;R; + A,R; +...+ AR ;. = 0, passando alle
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componenti si ottiene:

a hj+..+a,\ =0

Poiché a;; # 0 dalla prima equazione si ottiene A; = 0. Sostituendo nella seconda equazione

si ottiene A, = 0 in quanto ay; # 0 e procedendo risulta A; = A, = ... = A, =0.
01 2 30
0O 00 0O

ESEMPIO 3.1.6 - La matrice A = 203 0 2 ¢ ridotta ed ha tre righe non nulle, per-
001 00

tanto ha rango 3.

3.1.8 - Metodo di riduzione.

Ridurre una matrice A = H aj

€ Mmn(R) per righe (o per colonne) significa trovare una

matrice B tale che:
- B e Mna(R);
- B sia ridotta per righe (o per colonne);
- A e B abbiano lo stesso spazio delle righe (o delle colonne).
Il metodo di riduzione si basa sul seguente fondamento teorico del metodo di riduzione:

TEOREMA 3.1.3 - Sia V uno spazio vettoriale su R e sia H = L<w;, w,..., w,,> il sottospa-
zio di V generato dai vettori w;, wy, ..., w,. Scegliamo due generatori w; e w; di H con i #j
e poniamo:

wi' = w; + aw;
dove a e uno scalare qualsiasi.
Allora il sottospazio H' generato da w;, wa, ..., wi_;, wi', w; 1 |,..., wy, coincide con H.

Dimostrazione - Supponiamo ad esempio i = 1, j = 2: risulta H' = L<w; + aw,, Wa,..., Wy
Dimostriamo che H' = H con la doppia inclusione.

Proviamo che H' < H.

Se v' € H' allora: v' = Aj(w; + awy) + oWy ...+ AWy = AWy + (A2 + A)wa .4+ AW,
Quindi v' € H.

Proviamo ora che H c H'.

Se v € H allora:v = Aiwy + A,W; ...+ AW = AW + A1aw, — Ajawy + AWy ...+ AWy =
=MW + awy) + (A — Aja)wy +...+ AWy, dunque v € H.

Osserviamo che, poiché H coincide con H', H ed H' hanno la stessa dimensione.

Descriviamo ora il metodo di riduzione per righe di una matrice A. Il metodo di riduzione
per colonne ¢ analogo.

Sia aj;; un elemento non nullo della riga R; della matrice A € My, 4(R): se vogliamo annulla-
re un qualsiasi elemento della colonna j-esima, ad esempio ayj (k # 1) € sufficiente conside-
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rare la trasformazione Ry — Ry + xR; con ayj + xa;; = 0 ossia x = —

Vediamo su un esempio il procedimento, riducendo per righe la matrice A =

W - N
—_— N =
N - O

Applicando le trasformazioni R, — R; — %Rl e Ry > R; — %Rl si annullano 1 termini al

di sotto di a;.

2 10 10
BELE N S 3
2 2 2
3230 123 )

2 2

Applicando la trasformazione R3 — Rz + %Rz si annulla il termine al di sotto di as,.

2 1 0 2 1 0
3 3 . L .
0 5 1 0 5 1 | = B ¢ una matrice ridotta per righe.
(A FEY I O
2 32 3 3

Notiamo che la trasformazione effettuata sopra non ¢ 1’unica possibile: si potrebbe anche
applicare la trasformazione R3 — R3 — 2R, e si annullerebbe il termine al di sotto di ay;3.

2 1 0 2 1 0
3 3 . L .
0 5 1 0 5 1 | = B' ¢ una matrice ridotta per righe.
0 —1—2E 2-2 0 7 0
2 2 2

Dai risultati ottenuti segue che:
a) la dimensione dello spazio R delle righe di A ¢ 3, infatti in B vi sono tre righe non
nulle;

b) una base di R ¢ data dai seguenti vettori (2, 1, 0), (0, %, lj , (0, 0, %j o anche dai vet-
tori (2, 1, 0), (O, 3, lj, (0,—1, Oj.

2 2
¢) 1vettori (2, 1,0), (1,2, 1), (3, 1, 2) sono linearmente indipendenti.
Si osservi che la riduzione permette di trasformare una matrice in una matrice ridotta (in
cui il calcolo del rango ¢ immediato) senza cambiare lo spazio delle righe (o delle colon-

ne).

OSSERVAZIONE - Ci sono altri tipi di trasformazioni elementari che non cambiano lo spazio
delle righe (o delle colonne). Esse sono:
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- scambiare fra loro due righe (indicato con R; <> R;);
- moltiplicare una riga per una costante non nulla (indicato con R; — aR;).

Diamo ora alcuni esempi di applicazioni della riduzione delle matrici al calcolo del rango,
al calcolo della dipendenza ed indipendenza lineare di vettori, al calcolo di una base estrat-
ta da un sistema di generatori.

1 20 1 4 1 1 4 1
EsempPio3.1.7-12 2 0| Ri<R3|2 2 0|Rs—>R;3—Ry|| 2 2 0].Lamatrice
1 4 1 1 20 -1 0 0
ha rango 3.
1 00
ESEMPIO 3.1.8 - La matrice A= |0 3 0| & ridotta per colonne, il rango ¢ uguale al
0 2 1

massimo numero di colonne non nulle di A quindi ¢ uguale a 3.

ESEMPIO 3.1.9 - Nello spazio vettoriale V = R* dire se sono linearmente indipendenti i vet-
tori:

u=(1,-1,0,1), v=(2,3,1,-1), w=(3,2,1,0).
Si costruisce la matrice delle componenti dei vettori rispetto alla base standard di R* e se
ne calcola il rango con il metodo di riduzione.

I -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
A=|2 31 -1 Rz—)R2+R1 3 2 1 0 R3—)R3—R2 3 2 1 0].
3 21 0 3 210 0O 0 0 O

Il rango di A € 2 ed 1 tre vettori sono linearmente dipendenti.

ESEMPIO 3.1.10 - Nello spazio vettoriale V = R” riferito alla base standard sono dati i vet-
tori:

u=(1,-1,0,1), v=(2,1,1,0), w=(3,0,1,1),t=(0,1,-1,0).
Determinare una base del sottospazio W = L<u, v, w, t >.
E’ sufficiente ridurre per righe la matrice A delle componenti dei vettori.

I -1 0 1 I -1 0 1 I -1 0 1
2 1 10 2 1 10 2 1 0
A= R; > R;—R; R; > R;3-R, =A"
3 0 1 1 2 1 10 0 0
0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 -1 0

A' ¢ ridotta per righe ed ha rango 3, i vettoriu=(1,-1,0, 1), v=(2, 1, 1, 0), t = (0, 1,1, 0)
costituiscono una base di W.

3.2 - Determinanti.
3.2.1 - Determinante di una matrice quadrata.

Come visto nel § 1.1 per matrici quadrate di ordine 2 e 3, ad ogni matrice quadrata ¢ asso-
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ciato un numero reale detto determinante della matrice che definiremo per induzione do-
po aver dato la seguente:

DEFINIZIONE 3.2.1 - Data la matrice quadrata A = H a; H € M , (R) si dice complemento

algebrico o cofattore dell’elemento aj, e si indica con Aj;, il numero definito da:

ap N B TS B O
sy App wee Gpjp Aoyyp eee Aoy
_ i+j
Ay=(=1) det |ai_;; ;> - @G_j i Qg o gy
Aivrp Qer2 oo Qg jo1 Gig el oo Qisgp
ayp Ay ce an,j—] an,j+] ce Ayn

Si noti che la matrice ¢ ottenuta dalla matrice A eliminando la riga i-esima e la colonna j-
esima.

1 2 -1
ESEMPIO 3.2.1 - Data lamatrice A= || 3 2 5| il complemento algebrico di a3, €
4 1 3
1 -1
Az =(=1)’"*det =-8.
2= 1) 305

Si definisce il determinante per induzione secondo 1’ordine della matrice:
- nel caso della matrice quadrata di ordine 1 si pone det|| a11|| =a;

- nel caso della matrice quadrata di ordine 2 si pone:
det A= T2 = ajax — anasl;
Ay Ay
- nel caso della matrice quadrata di ordine n si ha lo sviluppo del determinante secon-
do la prima regola di Laplace: i/ determinante di una matrice quadrata di ordine n
si ottiene sommando i prodotti degli elementi di una riga (o di una colonna) per i ri-

spettivi complementi algebrici. In simboli:

n L.
det H a; H = ‘aij‘ = > (=D a; det A;. i=1,...,n
j=1

Si puo dimostrare che la definizione ¢ indipendente dalla linea, cio¢ riga o colonna, scelta.

a;p 4p a3
Nel caso della matrice quadrata di ordine 3: A= || a,, a,, a, || dalla definizione segue
d3; a3  dsz
det A=a;jA1; +apAx + a;3Aqz ossia:
a a a a a a
22 An3 21 923 21 42
det A=a; —an + a3 =
d3; Aas3 d3;  Aas3 a3 ax
= ajjaxpass t apazzas; +aj;zazasy — ajppazass — aazsasy — a13a2asy.

Per calcolare 1 determinanti sono utili le seguenti proprieta:
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1) Il determinante di una matrice con gli elementi di una linea tutti nulli ha valore zero.

2) Se gli elementi di una riga si moltiplicano per uno stesso numero, il determinante risul-
ta moltiplicato per il numero.

3) Se si scambiano tra loro due righe di una matrice, il determinante cambia segno.

4) 1l determinante di una matrice con due righe uguali ¢ nullo.

5) Se gli elementi della i-esima riga di una matrice sono della forma aj; + by, il suo deter-
minante ¢ la somma di due determinanti, quello della matrice con la i-esima riga formata
dalle aj;, e quello della matrice con la i-esima riga formata dalle b;;.

6) Se gli elementi di una riga di una matrice si ottengono come combinazione lineare (con
gli stessi coefficienti) di elementi corrispondenti delle rimanenti righe, il suo determinante
¢ nullo, e viceversa.

7) 1l valore del determinante di una matrice non cambia se agli elementi di una riga ven-
gono aggiunti gli elementi corrispondenti di un’altra riga moltiplicati per una costante.

8) Il valore del determinante di una matrice non cambia se si scambiano ordinatamente le
righe con le colonne.

Per la proprieta (8) segue che valgono proprieta analoghe alle precedenti sostituendo alle
righe le colonne.

PROPRIETA 3.2.1 (seconda regola di Laplace) - La somma dei prodotti degli elementi di una
riga (o colonna) di una matrice quadrata per i complementi algebrici dei corrispondenti
elementi di un’altra riga (o colonna) é zero.

Dimostrazione - E’ sufficiente osservare che I’espressione che si ottiene equivale allo svi-
luppo di un determinante con due righe (o colonne) uguali, che ¢ nullo per la proprieta 4).

3.2.2 - Matrici invertibili.

Per il prodotto di matrici quadrate vale il seguente teorema di Binet di cui omettiamo la
dimostrazione:

TEOREMA 3.2.1 (Binet) - Se A e B sono due matrici quadrate di ordine n su R vale la se-
guente relazione: det(AB) = (det A)(det B) = det(BA), anche se BA #A B.

-2 3

1

1 2 -2
ESEMPIO 3.2.2 - Date le matrici: A = H ) 3” eB= H 0

risulta AB = H

-4 -1
3 ; per i determinanti det A =7, det B = -2, det(AB) = det(BA) = —-14.

BA - H

DEFINIZIONE 3.2.2 - Una matrice quadrata A € M, (R) si dice invertibile se esiste una ma-
trice detta matrice inversa di A ed indicata con A appartenente ad M, (R) tale che:
A4 =474=1,

TEOREMA 3.2.2 - Condizione necessaria e sufficiente affinche una matrice quadrata
A € M, (R) sia invertibile ¢ che il suo determinante sia diverso da zero.

Dimostrazione - Condizione necessaria: se una matrice A ¢ invertibile, cio¢ se esiste una
matrice inversa A”' tale che A A™' = A”'A = I,,, applicando il teorema di Binet risulta
(det A)(det A™") =det I, = | e quindi i fattori non possono essere nulli, det A # 0.
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Condizione sufficiente: supponiamo det A # 0 ed eseguiamo il prodotto:

all a12 e e aln All A21 “ee “ee Anl
a a R | A A cee oo A
21 Ap 2n 12 2 n2l A Av
a, A, ..o .eooagll AL Al AL
detA 0 0
) ) 0 detA ... ... 0
Esso, per le regole di Laplace, risulta = (det A)I,.
0 0 ... ... detA
Si ¢ quindi ottenuto:
An Ay Ay
detA detA detA
A A'=(det A)l, dacui A =T,ossia: A || =1,
detA
Aln A2n Ann
detA detA T detA
e la matrice scritta nell’ultima uguaglianza ¢ la matrice inversa, infatti AA™ = A"'A =1
All A21 Y Anl
Al ] Ap Ap o Ay '
detA
Aln Azn Y Ann

REGOLA PRATICA - Per calcolare la matrice inversa di una matrice invertibile A (matrice
quadrata con det A # 0):

- si scrive la matrice trasposta 'A;

- si sostituisce ogni elemento di ‘A con il suo cofattore;

- sidivide ogni elemento per det A.

3.2.3 - Rango di una matrice con I’utilizzo dei determinanti.

E’ possibile dare una definizione equivalente di rango di una matrice utilizzando i1 determi-
nanti.

DEFINIZIONE 3.2.3 - Data la matrice A di tipo (m, n) definiamo sottomatrice quadrata di
ordine p (p <m,n) una matrice quadrata che si ottiene da A considerando gli elementi che
appartengono contemporaneamente a p righe ed a p colonne fissate.

1 2 0 -1
ESEmMPIO 3.2.3 - Data la matrice | 0 4 2 1| sono sue sottomatrici di ordine 2, ad
1 1 5 3

esempio, , ottenuta cancellando la seconda riga e prima e terza colonna;
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4
1
TEOREMA 3.2.3 - Il rango r di una matrice A (che é stato definito come il massimo numero

di righe o colonne linearmente indipendenti) coincide con il massimo fra gli ordini delle
sottomatrici quadrate di A aventi determinante diverso da zero.

, ottenuta cancellando la prima riga e prima e quarta colonna.

Dimostrazione - Sia p il massimo tra gli ordini delle sottomatrici quadrate con determinan-
te diverso da zero. Vogliamo provare che p = r mediante le diseguaglianze p <redr <p.
Proviamo dapprima che p <r.

Supponiamo per semplicita che la sottomatrice B di ordine p formata dalle prime p righe e
p colonne abbia detB # 0 e dimostriamo che le prime p righe sono linearmente indipenden-
ti, da cui segue p <r. Se, per assurdo, le prime p righe non fossero linearmente indipenden-
ti esisterebbe una loro combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli che da il vettore
nullo: A(ayy, ajo,.., Alp,..es an) + Aa(az, an,..., A2pse s ay) ... T kp(apl, Ap2seres Appye-ss apn) =
= (0, 0,..., 0) con non tutte le A; nulle. Effettuando il calcolo al primo membro ed
uguagliando le n componenti dei due membri si ottiene:

Aap + Aagy +...t Xpapl =0

Aajp + Asag +...t Xpapz =0

7\,13111 + 7\42a2n +. . .+ kpapn = 0

Se consideriamo le prime p uguaglianze individuiamo un vettore:

(7\,1311 + 7\,23.21 +...+ Xpapl, 7\,12112 + }\,2322 +...+ Kpapz,..., klalp + Kzazp +...+ Xpapp) =

=(0,..., 0) ossia

}\‘l(alb 312,- () alp) + )\a2(321, 322,. LR aZp) ..ot }"p(apla ap2;- LR app) = (OJ O)' cc 0)

con almeno un A non nullo. Allora le prime p righe di B sono linearmente dipendenti quin-
di una di esse ¢ combinazione lineare delle altre e, per la proprieta 6 dei determinanti,
det B = 0 contro quanto supposto.

Proviamo ora che r < p.
Supponiamo che le prime r righe della matrice A siano linearmente indipendenti. Allora la

a“ alz oo aln

matrice C= || ... ... ... ...| harango r, quindi per il Teorema 3.1.1 ci sono r colon-

arl ar2 LY arn

ne di C linearmente indipendenti: supponiamo siano le prime r.

a“ 8.12 oo alr

Allora la matrice B=| ... ... ... ...|| harango r poiché le colonne sono linearmente

arl ar2 “oe arr

indipendenti e, per la proprieta 6 dei determinanti, det B # 0. Segue che ’ordine r di una
sottomatrice a determinante non nullo ¢ minore od uguale al massimo p di tali ordini.
Si noti che si devono considerare le r colonne linearmente indipendenti di C e non una qua-

a, ... a, 0 ... O

lunque sottomatrice di C perché potrebbe essere C =
a, , ... a 0O ... 0
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3.3 - Esercizi proposti.

II1.1 - Considerate le matrici:

1 0 -1 010 1 2 -1
1 2 2 1 1 -2
A= ,B= ,C= ,D=|2 1 Of,E=|0 1 O|,F=|0 1 1
0 3 -1 0 1 -2
-1 1 1 1 3 2 -1 1 2
calcolare le matrici prodotto AB, AC, BC, DE, DF, EF.
0 1” 3 —6” 3 -6
(AB= , AC= , = ,
-3 0 3 -6 -1 2
-1 -2 =2 2 1 -3 0 1 1
DE=| O 3 of,DF=| 2 5 -1}, EF=|0 1 1}).
1 3 2 -2 0 4 -1 7 6
II1.2 - Calcolare il rango delle seguenti matrici:
1 2 0 -1 0 2 3 4 1 2 3 =2
A= 3 4 1 2 B=|2 3 5 4 c=2 -2 1 3
-2 3 2 5 4 8 13 12 3 0 4 5

(rgA=3;rgB=2;rgC=3)

I11.3 - Verificare che:

1 2 0 2 3 4 1 2 3
3 4 1|=-11 3 5 4|=0 2 =2 1]=0.
-2 3 2 8 13 12 6 0 8
[11.4 - Verificare che:
1 2 =2 3 0
3 5 7 2 3 5 —-14 2
2 5 1 0 4
4 1 4 -2 1
=156 =-312 3 1 -2 3 71=0
-2 0 0 O -2 0 0 0
3 7 -1 3 4
1 1 3 4 1 -6 4
5 -8 2 8 0

1 2 3 1
II1.5 - Date le matrici: A= |2 1 1],B=|2]| determinare la matrice C tale che A C =B.
1 3 2 3

I11.6 - Determinare, se possibile, le matrici inverse delle matrici dell’esercizio I11.1

-1 113 -2 -1 0 - . o
(A™ =~ , = , C non invertibile.
310 1 1
. 1 -1 1 . 1 -5 3
D'= —E - 0 -2, E non invertibile, F'= —5 -1 I —1f).
3 -1 1 1 -3 1
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1 2 3
IT1.7 - Data la matrice A= | 0 1 2| determinare per quale valore di h ¢ invertibile e
-1 4 h
calcolare A~
-8+h 12-2h 1
(h=9; A" = SRR [ 3+h  -2|)
-9+h
-6 1
1 -3 1 2
. 0 0 O . S o
I11.8 - Data la matrice A = 1 0 0 determinare per quale valore di h ¢ invertibile
0 0 0 h
e calcolare A™".
01 O 0
hz0;at= 10 ! b0 )
hifh 2 -3h -2
00 O 1
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CAPITOLO IV

EQUAZIONI VETTORIALI E SISTEMI LINEARI

4.1 - Equazioni vettoriali.

DEFINIZIONE 4.1.1 - Diciamo equazione vettoriale lineare una equazione del tipo:

(1) xa; +..+x,a,=b

dove ay, ay,..., a,, b appartengono ad uno stesso spazio vettoriale R™ delle m-ple di numeri
reali ed xi, Xa,..., X, Sono incognite scalari.

Risolvere I’equazione vettoriale significa determinare le incognite in modo che sostituen-
dole nella (1) si abbia un’identita.

x,=0

X, =
Se b = 0: I’equazione si dice omogenea ed ha sempre la soluzione nulla :.

x, =0

DEFINIZIONE 4.1.2 - Si dice rango di un sistema di vettori {u;, u,..., u,} la dimensione
dello spazio vettoriale da essi generato, che coincide con il massimo numero di vettori li-
nearmente indipendenti contenuto nel sistema, ossia

rango {uj, uy, ..., Wy} = dim L<uj, u, ..., uy>.

TEOREMA 4.1.1 (di Rouché-Capelli per le equazioni vettoriali) - L ’equazione vettoriale
xa; +...+x,a,=b
ha soluzioni se e solo se rango{ai, a,,..., a,} = rango{ay, a,,..., a,, b}.

Dimostrazione - Se 1’equazione vettoriale ¢ compatibile esiste una soluzione xi°,..., x,° tale
che x10a1 +...+ xnoan = b quindi b ¢ combinazione lineare di ai, a,,..., a,.
Proviamo che L< aj, a,,..., a,>=L<ay, ay,..., a,, b >.
Ovviamente L< ay, ay,..., a, > C L< aj, ay,..., a,, b >.
Viceversa se X € L< ay, ay,..., a,, b >risulta x = Aja; +...+ Aa, + pb e, sostituendo a b la
sua espressione mediante la soluzione dell’equazione, si ottiene:
X =My +...+ Aan + p(x%a; o x0a,) = (b + pxOag .+ (g + pxa)an.
Segue x € L< ay, ay,..., a, > quindi L< a,, ay,..., a,, b > < L< a,, a,..., a, > ed in partico-
lare dim L< ay, ay,..., a5, b>=dim L< ay, a,,..., a, >.
Supponiamo ora che:

rango{ai, ay,..., a,} =rango{ay, a,..., a,, b} =r =rango{aj, a,,..., a;}
ossia che {aj, a,,..., a;} sia una base per L< a,, ay,..., a,, b >.
Allora b = pwa; +...+ wa, quindi ’equazione vettoriale ¢ compatibile ed una sua soluzione
¢b=wa; +...+ pwa,+0a,; +...+ Oa,.

PROPRIETA 4.1.1 - Se I’equazione vettoriale (1) ha al massimo r vettori linearmente indi-
pendenti, le n —r incognite corrispondenti agli altri n —r vettori possono essere assegnate
ad arbitrio e, in corrispondenza ad ogni scelta di tali incognite, le restanti r sono univo-
camente determinate.
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Dimostrazione - Supponiamo che il massimo numero di vettori linearmente indipendenti
tra gli a; sia r e che 1 primi r vettori siano linearmente indipendenti. Allora {aj, a,..., a,}
formano una base B per lo spazio vettoriale L< aj, ay,..., a, >.

L’equazione vettoriale si puo quindi riscrivere: x;a; +...+ X8, = b —X; 1 18;+ | —...— Xpp.
Ora, scelti a caso X; + ,..., Xn, ponendo v=>b —X;  1a; + | —...— X,a, si individua un vettore
appartenente a L<a,, ay,..., a,>. Sono quindi individuate in modo unico le sue componenti
X1,..., X rispetto alla base B.

I valori cosi ottenuti xj,..., X; uniti a quelli arbitrariamente fissati delle n — r incognite li-
bere x; 1,..., X, danno origine ad una soluzione dell’equazione vettoriale.

Esistono percio "~ " soluzioni che dipendono dalla scelta delle n — r incognite libere.

4.2 - Sistemi lineari.
4.2.1 - Equivalenza tra equazioni vettoriali e sistemi lineari.

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite Xj, Xa,..., X, sul campo R ¢ un insieme di
m equazioni lineari del tipo:

a; X +a, X, +...+a,X, =b,

Ay X, +a5 X, +...+23, X, =b,

2

a, X, +a,, X, +...+a,,X, =b,,
dove le ajjele b;(coni=1,...,mej=1,..., n) sono numeri reali: soluzione del sistema ¢
un qualunque insieme di n numeri reali che verifica ogni equazione del sistema.

Un sistema che ammette soluzioni si dice compatibile, se non ammette soluzioni si dice
incompatibile.

. . 3X1+4X2+X3:O N .
ESEMPIO 4.2.1 - Dato il sistema la terna (1, —1, 1) € una sua soluzione
X —X,+X3=3
in quanto verifica entrambe le equazioni, il sistema ¢ dunque compatibile.
La terna (0, 0, 0) verifica solo la prima equazione ma non la seconda quindi non ¢ una so-
luzione del sistema.

Il sistema lineare (2) si puo rappresentare in forma sintetica usando il prodotto di matrici
(riga per colonna). Infatti le equazioni di (2) equivalgono a:

a;; A e .o ap X b,
a a cee .. X b
21 A 2 2 2 S
! = che si puo scrivere A X =B
Am Am2 i Xn bm
S| b,
X b,
doveAZHaij , X = ,B=
Xn bm

Oppure utilizzando le operazioni lineari fra matrici il sistema si puo anche scrivere nella
forma:
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an Ay b, X4y X8y b,
a a b X,a X.a b
21 2 2 .. 1921 2 2
X +..+ % " = . Infatti si ha +..4+ | T =
aml amn bm Xlaml Xnamn bm

E’ importante osservare che ponendo a; = (ajy,..., @mi),---, 4 = (ain,---» amn), b = (b1,...,bm)
il sistema lineare si puo trasformare nell’equazione vettoriale x;a; +...+ x,a, = b che ha le
stesse soluzioni e viceversa si puo passare da un’equazione vettoriale al suo sistema lineare
associato.

ESEMPIO 4.2.2 - L’equazione vettoriale x;a; + Xpa; + x3a3 =b dove a; = (1, 1), a, = (-1, 2),
a3 =(2,0), b= (4, 5) ¢ equivalente al sistema . Infatti ricordando le ope-
X, +2x, =5

razioni su R’ I’equazione vettoriale si scrive: x;(1, 1) + xa(—1, 2) + x3(2, 0) = (4, 5) ossia
(x1, X1) + (X2, 2x7) + (2x3, 0) = (4, 5) da cui (x; — x, + 2x3, X; + 2X3) = (4, 5). Ma due ele-
menti di R” sono uguali se hanno uguali le componenti da cui il sistema.

ESEMPIO 4.2.3 - Il sistema lineare {3x, +4x,+x; =0 ¢ equivalente all’equazione vettoriale
X, +X, +3x5 =1

xja; + xa + x3a3=bdovea; =(2,3,1),a,=(1,4,1),a3=(-1,1,3),b=(1,0, 1). La ve-
rifica € ovvia.

Quindi per il Teorema di Rouché-Capelli (4.1.1) dimostrato per le equazioni vettoriali pos-
siamo enunciare 1’analogo per 1 sistemi lineari:

TEOREMA 4.2.1 (di Rouché-Capelli per 1 sistemi lineari) - 1/ sistema lineare (2) ha soluzio-
ni se e solo se rango {a,, a, ..., a,} = rango {a,, a,, ..., a,, b ).

Ricordando che il rango del sistema di vettori {a,, a,, ... , a,} ¢ la dimensione dello spazio
vettoriale da essi generato ossia il rango della matrice A dei coefficienti e che il rango di
a; ap a, b
.. . Claan an ..o oay byl
{a, as,..., a,, b} ¢ il rango della matrice completa B = il teo-
Aml Am2 4mn bm

rema 4.2.1 si puo anche enunciare come:

1l sistema lineare (2) ha soluzioni se e solo se il rango della matrice A dei coefficienti ed il
rango della matrice completa B sono uguali.

Si ha una sola soluzione se il numero delle incognite ¢ uguale al rango delle due matrici.
Detto r tale numero se le equazioni sono piu di r (cio¢ m > r) allora m — r equazioni sono
combinazione lineare delle rimanenti e si possono trascurare: si ottiene un sistema di r e-
quazioni in r incognite avente la matrice A quadrata con determinante diverso da zero, per
il teorema 3.2.3, che si dice sistema di Cramer.
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4.2.2 - Regola di Cramer.
a;, X, +a;, X, +...+a,,X, =b,

Consideriamo un sistema di n equazioni in n incognite

a, X, +a,X,+...+a,X,=b,
a5 ap Ay X b,
a a a X b
21 4 2 2 2 .o .
che, ponendo A = ", X = eB= si puo scrivere, con
ay Ay ... ... Ag, X, b,

notazione matriciale, A X = B.

Supponiamo che la matrice A sia invertibile,ossia che det A sia diverso da zero, moltipli-
cando ambo i membri della relazione precedente per A~ si ha A((AX) = A™'B ossia
(A'A)X = ,X = X = A"'B, ricordando che il prodotto di una matrice per la sua inversa &
la matrice identica I, ed utilizzando la proprieta asociativa del prodotto di matrici.
Esplicitando le matrici la relazione ottenuta si esprime:

X Ay Ay oo Aylllby
X _ 1 A, A, o ALl
detA
n AL Ay oo ALllD,
I1 generico termine xi € quindi dato da
ap b, a,
Xk = deiA(Alkbl+A2kb2+.“+Ankbn):deiA ay, ... by ... a,,
a, ... b, ... a,

dove la colonna contenente le b ¢ la k-esima, ricordando lo sviluppo del determinante se-
condo la k-esima colonna per la prima regola di Laplace. Si ¢ cosi ottenuta la:

Regola di Cramer: un sistema lineare di n equazioni in n incognite la cui matrice A dei
coefficienti abbia determinante non nullo ha una sola soluzione.ll valore dell’incognita di
posto k e dato da una frazione avente per denominatore det A e per numeratore il determi-
nante della matrice che si ottiene da A sostituendo la colonna k con la colonna dei termini
noti.

OSSERVAZIONE - Un sistema omogeneo di n equazioni in n incognite ha solo la soluzione
nulla se detA # 0 ed ha soluzioni non nulle se e solo se detA = 0.

) o 2x,+3x, =5
ESEMPIO 4.2.2 - Risolvere il sistema .
X —X,=3

Si tratta di un sistema di due equazioni in due incognite il cui determinante dei coefficienti

¢ detA = = -2 —3 =-5# 0 quindi ¢ un sistema di Cramer. La sua soluzione si ot-
. . 115 3| 1 112 5 1
tiene con la regola di Cramer: x; = — =—,X)= — = ——,
-513 -1 5 -5/1 3 5
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4.2.3 - Casi particolari.

1 - Sistema lineare di due equazioni in tre incognite.

. . . aX1+bX2 +CX3 :d . . . . .
Considerato il sistema € la relativa matrice dei coefficienti

' ' ' —
a'x, +b'x, +c'x; =

A

si distinguono 1 seguenti casi:

' bl CV

I - le righe di A non sono proporzionali quindi rangoA = 2 che coincide con il rango
della matrice completa B ¢ per il teorema di Rouché-Capelli il sistema ¢ risolubile ed ha o'
soluzioni.

2x, +3x, — x5 =1

EsSemMPIO 4.2.3 - Dato il sistema: , 1 coefficienti di x; ed x» formano
5%, +8x, +2x5=3

una matrice il cui determinante € non nullo:

3‘
=16-15=1.
8

) L ) 2X; +3%x, =x5 +1 . ) ) .
Il sistema dato si puo scrivere: che ¢ un sistema nelle due incognite
x; ed x,, mentre X3 si puo considerare come parametro.
Poiché, come calcolato, il determinante della matrice dei coefficienti ¢ diverso da zero, si
puo determinare la soluzione con la regola di Cramer:

x;+1 3 2 x3+1
-2x;+3 8 5 —-2x53+3

Il sistema dato ha quindi le infinite soluzioni: x; = 14k — 1, x, =-9 k + 1, x3 = k al variare
dikinR.

X = =-0Ox3 + 1.

:14X3—1 XZZ‘

I - le righe di A sono in proporzione ed anche i termini noti sono nello stesso rapporto:

a b ¢ d . . . .
— =— =—_. In tal caso risulta rango A = 1 che coincide con il rango B e per il teore-

a' B b ¢ d

ma di Rouché-Capelli il sistema & risolubile ed ha oo” soluzioni, in quanto le due equazioni
che costituiscono il sistema sono la stessa equazione a meno di un coefficiente di propor-
zionalita.

ESEMPIO 4.2.4 - Dato il sistema: { tutti 1 determinanti delle matrici

6x, —21Ix, —-3x5; =3

formate dai coefficienti di due tra le incognite sono nulli; i coefficienti sono in proporzione
ed anche i termini noti sono in proporzione: il sistema si puo ridurre ad una sola equazione:
2x1 — 7Xo — x3 = 1 ed ha infinite soluzioni: x; =h, X, =k, x3=2h -7k — 1 al variare dih e k
in R.

IIT - le righe di A sono in proporzione ma i termini noti non sono nello stesso rapporto:

3' = % = 3' * i' In tal caso risulta rangoA = 1 e rangoB = 2 e per il teorema di Rouché-
a c

Capelli il sistema ¢ incompatibile.
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ESEMPIO 4.2.5 - Dato il sistema: { tutti 1 determinanti delle matrici

—6x,+21x, +3x; =4
formate dai coefficienti di due tra le incognite sono nulli; i coefficienti sono in proporzione
ma i termini noti non sono nello stesso rapporto di proporzione: si ottiene quindi un assur-
do:

4=—-6x; +21x; +3x3 =-3(2x; — 7x3 — x3) =-3(1) =-3.
I1 sistema risulta quindi incompatibile.

2 - Sistema lineare di tre equazioni in tre incognite.

ESEMPIO 4.2.6 - Risolvere il sistema:{ x, —2X,+x;=2 .

2 3 —1
CalcoliamodetA=|1 -2 1|=—8+9-1-6-2-6=-14#0.
3 1 2

Si tratta di un sistema di Cramer e le soluzioni si possono calcolare con la regola di Cra-
mer:

13 -1 2 1 -1 2 3 1
xi=——| 2 -2 1|=2 o=t 1 2 q=-2 x="1|1 -2 2=
-14 7 -14 777 -4
-1 1 2 3 -1 2 301 -1

Come si vede al crescere del numero di equazioni e di incognite la regola di Cramer com-
porta calcoli sempre piu pesanti: in pratica si usano quindi altri metodi.

4.2.4 - Risoluzione di sistemi lineari con il metodo di riduzione.

Il sistema lineare AX = B si dice ridotto se la matrice A ¢ ridotta per righe. Se il sistema ¢
ridotto le sue soluzioni si trovano facilmente per sostituzione.

ESEMPIO 4.2.7 - Consideriamo il sistema lineare 2x, — x5 = 2 nelle incognite x;, X2,
X;=3
2 =2 1
x3 la cui matrice A= |0 2 —1| ¢ridotta per righe.
0 0 1

I1 sistema si risolve per sostituzione: dall’ultima equazione risulta x3 = 3, sostituendo nella

seconda si ottiene 2x, — 3 =2 da cui x; = 3 Sostituendo tali valori nella prima equazione

siottiene 2x; —5+3=1dacuix; = % 11 sistema ha 1’unica soluzione (%, %, 3}.

Poiché ¢ piu semplice risolvere sistemi ridotti vediamo che ¢ possibile trasformare un si-
stema lineare qualunque in un opportuno sistema ridotto usando il metodo di riduzione.
Premettiamo alcune considerazioni per poter sostituire un sistema con un altro.
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DEFINIZIONE 4.2.1 - Due sistemi di equazioni lineari si dicono equivalenti se hanno le
stesse soluzioni.

PROPRIETA 4.2.1 - Le trasformazini elementari:
1) scambiare fra loro due equazioni;
2) moltiplicare primo e secondo membro di un’equazione per uno stesso scalare non
nullo;
3) sostituire un’equazione con quella ottenuta sommando ad essa un'altra equazione
moltiplicata per una costante

trasformano un sistema lineare in un sistema equivalente.

Dimostrazione - Per le trasformazioni di tipo 1) e 2) la proprieta ¢ ovvia.

Consideriamo le trasformazioni del tipo 3): dato un sistema A costruiamo un sistema B che
differisce dal sistema A per la seconda equazione che ¢ ottenuta dalla seconda e dalla pri-
ma equazione del sistema A con una trasformazione di tipo 3). In simboli:

aj X+ Xy .. +aX, =b

ay X;+ay Xyt tayX, =b,

A:
ay Xp+tay X+ ta,x, =b,
aj X +a, Xy ... +aX, =b

B ay Xy +ay Xyt FayX, +k(a X+, X, +...+a,,X,) =b, +kb,
Ay Xp+tay, Xy +..+a, X, =b,

Dobbiamo provare che i due sistemi hanno le stesse soluzioni.

Se (xlo,. . xpo) ¢ una soluzione del sistema A, sostituita nel secondo sistema lo rende iden-
ticamente soddisfatto.

Viceversa se (Xi,..., Xp') € una soluzione del sistema B, sostituendola nella seconda equa-
zione si ottiene:

321X1' +...+ aszp' + k(anxf +...+ alep') = b2 + kbl.

Ma (x1,..., Xp') € soluzione anche della prima equazione cio¢ a;iX;' +...+ a;pX,' = by. Sosti-
tuendo nell’espressione precedente si ottiene a» x;' +...+ axX,' + kby = b, + kb; ossia

axxi' +...+ aypX, = by cioe (X1',..., Xp') € soluzione anche della seconda equazione di A ed 1
due sistemi risultano equivalenti.

Per risolvere un sistema con il metodo di riduzione lo si trasforma in un sistema ridotto
considerando la matrice completa B del sistema ed eseguendo trasformazioni elementari
sulle righe fino ad avere una matrice B' tale che la sua sottomatrice A', che si ottiene esclu-
dendo I’ultima colonna, sia ridotta.

Vediamo su alcuni esempi come si puo trasformare un sistema lineare in un sistema ridotto
ad esso equivalente.

3x, +2x, —2x5 =2
ESEMPIO 4.2.8 - Dato il sistema 2X,+X,—-X3=0

scriviamo la matrice completa B formata dai coefficienti delle incognite e dai termini noti:
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3 2 =-2|-2
2 1 —-1| Of;
I -1 3] 8

per avere come termine di posto (1, 1) il numero 1 che rende piu agevoli 1 calcoli, scam-
biamo tra loro la prima e la terza riga, operazione che indichiamo con R3 <> R;:
1 -1 3| 8
2 1 —1] 0f;
3 2 -2|-2
affinche il termine di posto (2, 1) sia zero sostituiamo alla seconda riga la differenza tra la
seconda riga ed il doppio della prima, in simboli R, — R, — 2Ry;
affinche¢ il termine di posto (3, 1) sia zero sostituiamo alla terza riga la differenza tra la ter-
zariga ed il triplo della prima, in simboli R; — R3 — 3R;.

1 -1 3 8

0 3 -=-7|-16];

0 5 -11|-26
affiche il numero 5 di posto (3, 2) sia zero e rimangano zero i termini precedentemente tra-
sformati in zero, sostituiamo infine alla terza riga la differenza tra la terza riga e la seconda

riga moltiplicata per %, cioe¢ R3 > R3 — %Rz (si otterrebbe risultato analogo con la

trasformazione R3; — 5R; — 3R3):

1 -1 3] 8
0 3 -7|-16
o o 2| 2

3003

Questa ¢ la matrice B' cercata in quanto la sottomatrice A' ¢ ridotta, il sistema ridotto, e-

X, —X, +3x5;=8

quivalente al sistema dato, ottenuto dalla matrice B' ¢ 3x, =7x; =-16.
222
373

Risolvendo, come nell’esempio precedente per sostituzione, si ottiene la soluzione: x3 = 1,
X2 = —3, X1 = 2.

Vediamo ora altri esempi indicando le trasformazioni sulle righe in simboli.

ESEMPIO 4.2.9 - Risolvere il sistema 2x, +2X, +x; =0 .

1 1 —-1] 1
Scriviamo la matrice completa B e trasformiamola |2 2 1l 0 R, 2Ry _2R1>
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1 1 -1 1 I 1 -1} 1
0 0 3|-2| Re2Ry _R2;> 0 0 3|-2| .IIsistema dato & equivalente al si-
0 0 3(-2 0 0 0 O
X +X; — x5 =1 xl——szrl
stema ridotto 3x5 =—2 che ha le infinite soluzioni 5 3.
0=0 X3 = 3
X, +X3=0
. o X,+Xx, =0
ESEMPIO 4.2.10 - Risolvere il sistema .
X3+2x, =0
Scriviamo la matrice completa B e trasformiamola:
1 01 0[0 1 0 1 0{0
01 0 1|0 R, >R,-R 0 1 0 1|0 R, 5R,.-R
3 3 Ry 3 3" Ra
1 1 0 0[0 0 1 -1 0/0
0 01 2|0 0 0 1 2|0
1 0 1 0[]0 10 0|0
01 0 1[0 0 1 0 1(0
Ry >Ry +Ry > . Il sistema dato ¢ equivalente
0 1 -1 —-1{0 0 0 -1 —-1(0
00 1 20 00 0 1(0
. . X, +X, =0 . . X, =0 . .
al sistema ridotto che ha I’unica soluzione . Notiamo che in questo
X, =0 x, =0

caso il sistema dato ¢ un sistema omogeneo di quattro equazioni in quattro incognite: ha
sempre la soluzione nulla ed ha altre soluzioni solo se non ¢ di Cramer, cio¢ se det A = 0.

1 01 O
Lo 1 0 1 01 0
SipotevaquindicalcolaredetA=O Lo 0:1 0 O(+|1 0 1|=1-2=-1=0:
o1 2 o1 2
0 01 2
il sistema ha solo la soluzione nulla.

ESEMPIO 4.2.11 - Risolvere il sistema ¢ X, +x, =1.
3x,+2x, =1

Scriviamo la matrice completa B e trasformiamola:
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1 -2 0 0]1 1 -2 0 0
o 1 1 02 o 1 1 o0 2

0 3 0 11l Re2R3R o 5 o R; > Rs-3R,
30 0 211 0 6 0 2|-

0 0 3 -3|5 0 0 3 -3| 5

1 -2 0 0] 1 1 -2 0 ol 1

o 1 1 o0l 2 o 1 1 0] 2

0 3 0 1] 1 R4_)R4_2R3> 0 3 0 1| 1].Laquartariga cor-
0 6 0 2|2 B2RsFR g5 o] 4

0 -3 0 -3|-1 0 0 0 2| 0

risponde all’equazione 0 = —4 che ¢ impossibile quindi il sistema non ha soluzioni.

4.2.5 - Calcolo della matrice inversa mediante i sistemi.

La matrice inversa di una matrice invertibile A € M, (R) ¢ una matrice A~ appartenente ad
M, (R) tale che AA™' = AT'A =1,
a‘l 1 a12 LY LIS aln

8.21 8.22 coe o azn

Se A = la matrice A ¢ una matrice dello stesso tipo a termini

anl an2 LIS LIS ann

incogniti x;; tale che soddisfi la condizione A A'=ATA= I,.

Xll Xlz oo oo X.ln
X X e .. X
. -1 21 22 2
Indicando A~ = deve essere:
an Xn2 Xnn
a;; ap An | X1 X2 Xin 1 0 0
AAl | B B2 | || X21 X2 Xon| _ [ O 0
Ay Ay e e Ap Xy Xpo o eee oo X 0 0 ... ... 1
a,X;; +a9yXy; +...+2, X, =0
. . L. . Ay Xy TanXy 2nXn1
Effettuando 1 calcoli le x; sono soluzioni di n sistemi: e s
a,X); +a,,Xy +.ta,, X, =0
aUXlz +312X22 +...+ alan2 = 0 allxln +312X2n +...+ alann = 0
Y e
anlxlz + an2X22 +...+ anan2 = O anlxln + an2X2n +...+ anann = 1

ciascuno dei quali ha n incognite e tutti hanno la stessa matrice dei coefficienti A.
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Poiché A ¢ invertibile, il determinante di A ¢ diverso da zero quindi 1 sistemi sono sistemi
ji

detA

Gli n sistemi si possono risolvere per riduzione. La matrice completa del sistema che ha

come incognite X1, X1, ... , Xp] €:

di Cramer e risolvendoli per ciascun termine si ha x;; =

PRS- P I |
0 Ay Ay ... .. 8y 0
0
a, a, ... ... a,l0
Il sistema che ha come incognite X2, X22, ... , Xn2 ha come matrice completa:
a;, a5, ... ... a,|0
Ay Ay ... ... Ayl
(2)
0
a'r11 anZ a'rm 0

e cosi via.
Per risolvere contemporaneamente tali sistemi che hanno la stessa matrice A dei coeffi-
cienti si puo operare per riduzione sulla matrice completa complessiva:

a, a, ... ... a1 0 0 .. O
a, a vee weeo a0 10 .00
c= |l 3z 2n
a, Qa;, ... ... a,[0 0 ... 0 1
Se al posto di A si ottiene la matrice I, ossia se la matrice finale ¢ la seguente

1 0 0 .. O0|b,; b, ... ... by,

0 I 0 .. O|by by, ... ... by,

0 0 .. 0 1|{b, b, ... ... by,

allora la matrice a destra della sbarra ¢ A™' come vedremo.
1 0 0 .. 0|by,

1 0 .. 0|b,

In tal caso, infatti, la matrice ridotta di (1) ¢ e fornisce le solu-

00 .. 0 1|b,

zioni del sistema che ha come incognite X;j, X1, ... , Xn1 Ossia il sistema ridotto corrispon-

Xy =by;
X, =b
\ 21 21
dente ¢ .
an = bnl
1 0 b,
22

La matrice ridotta di (2) ¢ ha come sistema corrispondente nelle

00 .. 0 1|b,
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Xj; =by,
. . Xy =by S . o1
mcognite X2, X22, ... , Xn2 ossia si ottiene che la matrice cercata A~ ¢
XnZ =bn2
bll blz coe coe bln
by by, b,,
bnl bn2 bnn

Usando il metodo di riduzione ¢ forse piu vantaggioso per i calcoli trasformare la matrice
A contenuta nella matrice complessiva A in una qualsiasi matrice ridotta per righe, meglio
se in una matrice triangolare superiore. In ogni caso occorrre poi risolvere per sostituzione
1 sistemi ottenuti.

Vediamo questi metodi su un esempio.

1 0 -2
SiadataA=| -1 1 2 |,risultadet A=—-1+6=5=%0 quindi A ¢ invertibile.
3 0 -1
X X2 X3
Indichiamo A™! = X, X, Xo3 || € calcoliamo
X3 X3 X33
AA'=L=|-1 1 2 ||xy Xy Xu|=[0 1 0

Si ottengono tre sistemi:

I° MODO
I tre sistemi hanno la stessa matrice dei coefficienti A con det A =5 quindi sono sistemi di
Cramer e le soluzioni sono delle frazioni aventi a denominatore det A ed a numeratore dei
determinanti che si ottengono da A sostituendo alla colonna dell’incognita quella dei ter-
mini noti.
Poiché in tale colonna c¢’¢ un solo termine non nullo che ¢ uguale ad 1, il determinante al

1 1 -2
-1 0 2
. ) ) 3 0 -1 A,
numeratore ¢ esattamente il cofattore: ad esempio xp; = = )
det A det A

I1° MODO
I tre sistemi si possono risolvere per riduzione, contemporaneamente scrivendo la matrice
dei coefficienti e le tre colonne dei termini noti:
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10—2100R%R+R 10 =21 0 0] g R, +2R,
—112010R2R23Rl>01011o S
_>
3 0 -1/0 0 of 7o 0 50-3 01 R3—>5R3
1 2
-— 0 =
L0 0~ 5
01 01 1 0
00 1/-3 ¢ L
5 5

Poiché per riduzione la matrice iniziale ¢ diventata la matrice identita la matrice a destra ¢
la matrice inversa in quanto i sistemi di partenza sono diventati:

B 2

Xll—_g X, =0 X13—§

_ 1

X =—> (X=0 |x. ==

31 5 33 5
I11° MODO

Ci si puo limitare a trasformare A in una matrice triangolare superiore e poi risolvere i si-
stemi ottenuti per sostituzione.

1 0 =-2{1 0 O 1 0 =21 0 O
11 2] 1 o] Re2RetR T 0l 10
3 0 —-1/0 0 O 0 0 5(-3 01
Si ottengono 1 sistemi:
6 1
Xy =2X3, =0 X, =0

— — X =
X3 —2X33 =0 13

5
5
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4.3 - Esercizi proposti.

Risolvere i seguenti sistemi lineari:

IV.1 -

IvV.2-

IV3-

IV.4-

IV.5 -

IV.6 -

IV.7 -

IV.8 -

3x, +X, +2x53=4

X, +2X, —X3=06

X,+X3=0

- 2%, +X,+5x;=0

X +X,+X3=1
2X; +2%x, +2x53 =3
2x; +3%x, +3x3=0

2X;+ 3%, = X3+ X4 =1
X —2X, + X3 —2X, =2
3, + X, +2X5+2x, =1
X +X, =3X3 %X, =3
2X; =X, +X3— X4 =3
X, +2X, = X3 +2x, =1
3x; —4x, +3x; —4x, =-1

X +X, +X3-%X, =0

X, +2X, —2X3=-6

X —X,—X3=0

Capitolo 4 — Equazioni vettoriali e sistemi lineari

(sistema incompatibile)
x=1Lx=2,x3=—1)
x1=0,%x,=0,x;=0)

(x1 =2k, x, =k, x3 =k, VkeR)

(sistema incompatibile)

24 32 4
Xl :E’ X2 =—1, X3 Z—E, X4 Z—E

(sistema incompatibile)

(Xl :4k+6, Xz:k’ X3:3k+6: VkER)
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X, +2X, —2Xx3=-6
IV.9 - (sistema incompatibile)
2X, + X, -3x; =4

Discutere e risolvere al variare dei parametri i seguenti sistemi lineari:
kx, +2x, +kx; =0
kx, +2x, =0
(se k # 0 e k # -2 una soluzione: x;, =0, x, =0, x3 =0;

se k = 0 infinite soluzioni: x; =t,x, =0, x3=t Vte R;
se k =—2 infinite soluzioni: x; =h, x, =h, x; =0 Vh € R).

X, —X,+X3=k
IV.I1-49 x,+kx,—x5=1
2X, =X, +kx; =k +1
(se k#0 ek # 1 una soluzione: x; =k, x, =1, x3=—1;

se k = 0 infinite soluzioni: x; =1 +t,x, =1+ 2t,x3=t Vte R;
se k =1 infinite soluzioni: x; = 1, x, =t, x3 =t Vt € R).

X, —X,+X, =k
IV.12 - ! 2 3 (se k # 1 sistema impossibile; se k= 1: x; = g,xz= —1—1,x3= —Qt).

X, +2x, -2x3 =0

X, +2X, —X;+kx, =0
-X; +(k=2)x, +x; =0

IV.13 -
2X,+x%x3=0

—X; —2X, + X5 +kx, =0

(se k # 0 una soluzione: x; =0, x, =0, X3 =0, x4 =0;
se k = 0 infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere).

kx, —x, +kx; =-1
IV.14 - 2%, +X,+2%x5 = -k -1
3x; =3x, +(k+2)x; =-k-2
(se k # -2, k # 1 una soluzione: x; =3, x, =1 -k, x3=—4;
se k = =2 infinite soluzioni: X; =t, X, =t, X3 = %t vVt e R;

se k =1 infinite soluzioni: x; = -1 -t,x,=0,x;=t Vte R).
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CAPITOLO V

ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA PIANA

5.1 - Riferimento cartesiano.

Siano E, il piano affine euclideo, O un punto di E, e B{e;, e,} una base dello spazio vetto-
riale S, associato ad E,. Diciamo che il punto P ha coordinate (x, y) nel riferimento
R{O, ey, e,} se il vettore P — O ha componenti x ed y rispetto alla base B{e,, e,} e vicever-
sa:

P=(xy) & P-0O=xe +ye

Il punto O viene detto origine del sistema di riferimento ed ha coordinate (0, 0).
La retta per O parallela ad e; viene detta

asse delle x o asse delle ascisse, un suo

punto ha coordinate (x, 0); la retta per O

parallela ad e, viene detta asse delle y o

asse delle ordinate, un suo punto ha coor-

dinate (0, y). e
Se e, ed e, sono versori € sono ortogonali il

riferimento viene detto riferimento carte- ¢} e
siano ortonormale ed i versori sono indi-

caticoniej.

Le coordinate del punto medio di due punti dati sono le semisomme delle coordinate (v.
Definizione 1.3.7 per n = 2).

P(x,y)

ESEMPIO 5.1.1 - 11 punto medio del segmento di estremi A(-2, —5) e B(0, 3) ¢ il punto M di
coordinate (-1, —1).

Se P, = (x2, y2) € P = (X1, y1) sono simmetrici rispetto all'origine, si ha: x,= —xq, y>,= —y1;
infatti si verifica che I’origine ¢ il loro punto medio. Se P, ¢ P; sono simmetrici rispetto
all’asse x, si ha: x; =Xy, y2 =-y1 ed analogamente per ’asse y.

Le componenti del vettore differenza di due punti sono date dalla differenza delle compo-
nenti, infatti si ha:
P,-P= (Pz—O)—(Pl—O)
quindi S€ P2 = (Xz, Y2) € P1 = (X], Y1)
Py — Py = (x2e1 + y202) — (X181 T y1€2) = (X2 — X1)er + (Y2 — y1)ex.

5.2 - Equazioni della retta.
Esistono piu modi per rappresentare una retta del piano.

La retta per un punto P, parallela ad un vettore u ¢ formata dai punti P tali che il vettore
P — Py sia parallelo al vettore u, ossia

(1) P—-Py=tu ovetvariainR.
u
Py —_—
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Tale formula, detta equazione vettoriale della retta, ¢ indipendente dalla dimensione del-
lo spazio vettoriale, ossia vale in dimensione 2, 3,..., n.

Fissato un riferimento cartesiano ortogonale y __y __________________ P
monometrico R(O, i, j), ossia un punto O i |

detto origine ed una base ortonormale (i, j) o - li 0 i
indichiamo con (X, y) le coordinate del pun- | i

to P e con (xo, yo) le coordinate del punto — ; i

Po. i ' X
Risulta: 0 Xo X i
P—Py=(P—-0)—(Py—0)=(x—xXo)i+ (y - yoi- -

Se u=1li+mjla (1) diventa: (x —Xo)i + (y — yo)j = t(li + mj) ed eguagliando le componenti
si ottengono le equazioni parametriche della retta:

X=X, +1t
y=Yy,+mt
DEFINIZIONE 5.2.1. - Si dicono parametri direttori della retta le componenti di un qualsiasi
vettore parallelo alla retta, quindi la coppia (I, m) e le coppie ad essa proporzionali.
Eliminando il parametro t si ottiene I’equazione cartesiana della retta. Se i parametri di-
X=Xy _¥Y—Yy
0 .

m
Se I = 0 la retta ha equazione x = X, se m = 0 la retta ha equazione y = yy.

rettori (1, m) sono entrambi non nulli la retta ha equazione:

ESEMPIO 5.2.1 - Scrivere le equazioni parametriche e 1’equazione cartesiana della retta per
Py di coordinate (2, —1) e parallela al vettore u =i+ 3j.

Xx=2+t o : .
eliminando il parametro t si ha: 3x —y -7 =0.
y=-1+3t

Anche la retta per due punti Py e P; si puo pensare come retta per un punto (per esempio
Py) e parallela al vettore P; — Py:
X=X = Y=Y
X=X Y1™Yo
Se x; = X la retta ha equazione parametriche x = X, y = yo + (Y1 — yo)t e la sua equazione

cartesiana ¢ semplicemente: X — xo = 0, (infatti ¢ un’equazione lineare in x ed y soddisfatta
dalle coordinate di P, e Py).

ove X;#Xo ed y; #Yyo.

ESEMPIO 5.2.2 - Scrivere le equazioni parametriche e 1’equazione cartesiana della retta per
Py di coordinate (2, 3) e per P; di coordinate (3, —2).

X=2+t
Risulta P, — Py = (1, -5) quindi:{ st Eliminando il parametro t si ha: 5x +y—13=0.

Una retta puo anche essere individuata come retta per un punto Py ed ortogonale ad un vet-
tore n: ¢ quindi formata dai punti P tali che:

(P=Py)-n=0.
(L’espressione precedente rappresenta in dimensione 2 una retta, in dimensione 3 un piano,
in dimensione 4 un iperpiano,..... in dimensione n una varieta lineare di dimensione n — 1).

Se n = ai + bj si ottiene I’equazione cartesiana della retta:
a(x—xp) +b(y—yo) =0
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che ¢ del tipo: ax + by + ¢ = 0 se si pone ¢ = —ax( — bys.

Un’equazione lineare in x ed y rappresenta una retta ed i coefficienti a, b della x e del-
la y hanno il significato di componenti di un vettore ortogonale alla retta.

L’equazione di una retta ¢ determinata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.

Si osservi che la retta scritta nella forma cartesiana precedente ha come parametri direttori
(—b, a); se invece la retta ¢ scritta in forma esplicita y = mx + p, ha (m, —1) come compo-
nenti di un vettore ortogonale, mentre i parametri direttori sono proporzionali alla coppia
(1, m).

ESEMPIO 5.2.3 - La retta per P, di coordinate (2, —3) ed ortogonale ad n = 2i + 5j ha come
equazione cartesiana:
2(x=2)+5(y+3)=0 cioé 2x + 5y +11=0.

Notiamo che 1’asse x essendo ortogonale al vettore j(0, 1) ha equazione cartesianay =0, e
I’asse y essendo ortogonale al vettore i(1, 0) ha equazione cartesiana x = 0.

5.3 - Cenni su questioni angolari.

Date due rette r ed s, dalle loro equazioni parametriche o cartesiane possiamo ricavare i pa-
rametri direttori (I, m) e (I', m'). In tal modo abbiamo le componenti di due vettori r ed s
che danno le direzioni delle rette.

Considerato come angolo a delle due rette uno qualsiasi dei quattro angoli (uguali a due a

due) che esse formano, dalla formula del prodotto scalare: r-s= || r || || s || cos(r, §)

si ricava il coseno dell’angolo a:
II' +mm'

\/12+m2\/1|2+ mv2 ’

I coseni degli angoli che una retta forma con gli assi coordinati si dicono coseni direttori e
sono definiti a meno di un segno.

cos o ==

ESEMPIO 5.3.1 - Date le rette r: 3x —y +2 =0 ed s: x —y + 7 =0 si ricava che il coseno del

V20

\ 20
loro angolo ¢ dato da: cosa = = oppure cosa = B

In particolare si ricava la condizione di ortogonalita fra due rette:
II'+mm'=0 aa'+bb'=0

mentre dalla nozione di vettori paralleli si ricava la condizione di parallelismo:

1 m a_b

' m’ a2 b
Se le rette sono scritte in forma esplicita come y = mx + p ed y = m'x + p' (cio¢ si sono
scelti come parametri direttori rispettivamente (1, m) ed (1, m')) le condizioni precedenti
assumono la forma piu semplice:
- condizione di parallelismo: m=m'
- condizione di perpendicolarita: mm'+ 1= 0.

ESEMPIO 5.3.2 - Dato il punto Py di coordinate (-2, 3) e la retta r: 2x + 5y + 1 = 0, determi-
nare: i) la retta per Py parallela ad r;
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i1) la retta per Py ortogonale ad r.
1) Una retta parallela ad r ¢ del tipo 2x + Sy + h = 0; dovendo passare per il punto
Po(=2,3)risulta h=4-15 h=-11 —» 2x+5y—-11=0.
i1) Una retta ortogonale ad r ¢ del tipo 5x — 2y + h = 0; dovendo passare per il punto
Po(-2,3)risulta h=10+6 h=16 —» 5x—-2y+16=0.

Dopo aver osservato che x > 0 € un semipiano, come anche y > 0, considerando l'equazione
vettoriale della retta sotto forma di prodotto scalare (P — Py) « n = 0 si puo notare che risul-
ta (P — Pyp) - m > 0 per tutti i punti P del semipiano verso cui ¢ orientato n, mentre
(Q—=Pp) - n <0 ¢ laltro semipiano.

5.4 - Rotazioni degli assi cartesiani.

Una rotazione ¢ un cambiamento di riferimento in cui non varia I’origine, ossia si passa da

R(O,1i,j)aR’(O,i',]") motando d'i un apgolo o A o~ P
Usando note formule trigonometriche, 1 versori I AN
. . . . Pid \
i' e j' della nuova base si possono esprimere A1 i \
nella base {i, j}mediante le relazioni: Y% A " LA X
i o
. . . !
i'=cosa i+ sena j >l)'(
j'=-sena i+ cosa j 0

Sihaallora P-0O = xi+yj = xX'I'"ty'j' = x'(cosa i+ sena j)+y'(—sena i+ cosaj) =
= (x'cosa — y'sena) i + ( x'sena + y'cosa) j da cui segue:
0 x = x'cosa — y'sena

y =X'sena + y'cosa
Queste relazioni esprimono le coordinate di P nel riferimento R mediante le coordinate nel
riferimento R'". Per esprimere le coordinate nel riferimento R’ note quelle nel riferimento R
si puo risolvere il sistema (1) considerando x' ed y' come incognite e si ottiene:

{x': X COS 0L + yseno.

y'=—Xsena + ycosa

ESEMPIO 5.4.1 - Il punto A ha coordinate (\/5 , 2) nel riferimento R(O, X, y) dopo la rota-
zione degli assi di 135° attorno all’origine ha coordinate:

x'=+/2 cos135°+ 2senl35° = —1++/2

y'=—+2 sen135°+2cos135°:—1—\/§'

5.5 - Traslazione degli assi cartesiani.

Una traslazione ¢ un cambiamento di riferimento in cui varia solo 1’origine, mentre i verso-

r1 degli assi restano fissi ossia si passa da R(O, i, j) a R'(O', i, j).

Se il punto A ha coordinate (x, y) rispetto a R(O, i, j) e ha coordinate (x', y') rispetto a

R'(O', 1, j), indicando con (a, b) le coordinate di O' poiché si ha:
A-0=A-0)+(0"-0)
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passando alle componenti si trova: L N *: A
x=Xx'+a [x'=x-a j :
da cui . i |
y=y'+b y'=y-b 4 |
_______ a_ i.= ! X'
i O'ib | x
o

5.6 - Mutua posizione di due rette.

Due rette possono avere:

1) un punto comune ¢ allora si dicono incidenti;

i1) infiniti punti comuni e allora si dicono coincidenti;
1i1) nessun punto comune ¢ allora si dicono parallele.

ESEMPIO 5.6.1 -
1) Le rette seguenti hanno in comune il punto (-1, 2):

x =142t

r: ed s:2x—-y+4=0
y=3+t

i1) Le rette seguenti coincidono: 2x—y+3=0, 4x-2y+6=0.

ii1) Le rette seguenti sono parallele: 2x —y+3 =0, 4x—2y=0.

Le verifiche si fanno risolvendo i sistemi delle equazioni delle rette.

5.7 - Fasci di rette.

Si dice fascio proprio di rette I’insieme di tutte le rette del piano che passano per un dato
punto, fascio improprio ’insieme di tutte le rette del piano parallele ad una data direzione.
Date due rette distinte r ed s di equazioni:

axt+by+c=0 e ax+by+tc; =0
una loro combinazione lineare con coefficienti A e u:

Max+by+c)+p@ax+byy+e)=0

¢ ’equazione della generica retta del fascio; infatti essendo un’equazione lineare in x ed y
rappresenta una retta, inoltre passa per il punto comune Py ad r ed s, oppure ¢ parallela alla
loro direzione comune.
Se P; = (x1, y1) ¢ diverso da Py vi ¢ una ed una sola retta del fascio che passa per Py, la sua
equazione ¢:

(a1x; + byy; + ¢)(ax + by + ¢) — (ax; + by; + ¢)(a;x + byy + ¢1) = 0.

ESEMPIO 5.7.1 - Scrivere I’equazione della retta appartenente al fascio individuato da

x =142t .
st Xx+2y—4=0 ed 1 y=34t e passante per il punto Py = (3, 1).

Dopo aver scritto r in forma cartesiana, x — 2y + 5 = 0, si scrive I’equazione del fascio:
Mx+2y—4)+ux—-2y+5)=0.
Si impone il passaggio per il punto Py = (3, 1) e si ha:
M3+2-4)+u3-2+5)=0 A+6u=0.
Tale equazione ha infinite soluzioni, si puo scegliere ad esempio L = 6 e L = —1 e si ottie-
ne: 5x + 14y —29 =0.

ESEMPIO 5.7.2 - Scrivere 1’equazione del fascio improprio di rette parallele ad r di equazio-
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ne: x +2y—4=0.
L’equazione del fascio ¢ data da x +2y +k =0 al variare di k in R.

5.8 - Distanze.

a) Distanza di due punti.
Dati due punti P, = (X2, y2) € Py =(xy,y1) la loro distanza ¢ il modulo del vettore
P2 - P1 = (X2 - Xl)i + (y2 - y1)j quindi:

d(Py, Py) = \/(Xl - X2)2 +(y; — Y2)2 .

ESEMPIO 5.8.1 - La distanza del punto A(-3, 4) dall’origine ¢ 5.

b) Distanza di un punto da una retta.
Considerati il punto Py = (xo, yo) € la retta r di equazione ax + by + ¢ = 0, siano P; = (xj, y1)
un punto di r ed n = (a, b) un vettore ortogonale ad r.
Per definizione n « (P, — Py) ¢ il prodotto del modulo
di n per la proiezione con segno di P; — Py su n, os-
sia ¢ il prodotto del modulo di n per la distanza di Py
da r, a meno del segno perché qui si considerano di-
stanze positive:

| n-(P—P) |

[n]

Esprimendo il prodotto scalare in componenti e ricordando che ¢ = — ax; — by, perché P,
verifica I’equazione di r si ottiene:

_ |3(X0_X1)+b()’0_}’1)| _ |ax0+by0+c
\/a2+b2 \/aerb2

d(Po, 1) =

d(Py, r)

ESEMPIO 5.8.2 - La distanza di P(1, —2) dalla retta r di equazione 3x + 4y —20 =0 ¢:
3-8-20| |-25| 5

V32142 5

d(P,r)= |

c) Distanza di due rette parallele.
La distanza di due rette parallele » ed s € la distanza di un qualsiasi punto di s da .

ESEmMPIO 5.8.3 -Siano 7 x+3y+1=0,s: x+3y—-6=0
ed il punto S(0, 2) appartenente ad s. La distanza di S da r
sara:

[0+6+1] _ 7

d(r,s)=d(S, r)= \/12 7 Nl
+

d) Area del triangolo.
L’area del triangolo di vertici P; P, P53 si puo calcolare, utilizzando i vettori, come la meta
del modulo del prodotto vettoriale di P, — P; e P; — P;.

ESEMPIO 5.8.4 - Calcolare I’area A del triangolo di vertici P;(1, 2) Pa(-1, 3) P; (%’ 1).
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Poiché P, —P;=(-2,1,0) ¢ P;—P;= (—é,—l, 0) si ha:

(Po—P)A(P3-Py)= %k per cui 4 vale %

5.9 - Esercizi proposti.

V.1 - Dati i punti A(1, 2) e B(—1, 3), determinare le coordinate del punto medio M del seg-
mento AB e le coordinate del punto A' simmetrico di A rispetto a B. (M(0,5/2) A'(=3,4))

V.2 - Di un triangolo ABC sono noti i vertici A(3, 4), B(1, 2) ed il baricentro G(2, 1). De-
terminare le coordinate del vertice C. (C(2,-3))

V.3 - Scrivere I’equazione cartesiana e le equazioni parametriche della retta congiungente 1
punti A e B nei seguenti casi:

1) A2,1), B(3,-2); x=2+t,y=1-3t; 3x+y-7=0)
i) A(2, 1), B(2,-3)). (x=2,y=1+4t x=2)

V.4 - Scrivere ’equazione cartesiana della retta r passante per il punto A(3, —5) e parallela
alla rettax +2y —4 =0. (x+2y+7=0)

V.5 - Date le rette r: x + ky + k=0 ed s: kx +y + k =0, determinare per quali valori di k:
i) le rette sono parallele; (k =-1 e k=1 (coincidenti))
i1) il loro punto comune appartiene allarettat: x +y +3 =0. (k=-3)

V.6 - Dati i punti A(0, 0), B(2, —1) e la retta r: 4x — 3y = 0, determinare i punti C di r tali
che il triangolo ABC sia isoscele sulla base BC.  (C (3+/5/5,4+/5/5) e C'(=3+/5 /5, =4 /5 /5))

V.7 - Date le rette 1: 2x —y +1 = 0 ed s: x — y = 0, determinare I’equazione della retta r'
simmetrica di r rispetto ad s. (x=2y—-1=0)

V.8 - Dati i punti M(1, 1) e C(1, 0), determinare:
1) le coordinate dei punti A e B, vertici del triangolo ABC avente M come baricentro e tale

che 1 vettori A — C e B — C siano paralleli rispettivamente ai vettori u(1, 1) e v(1, =2);
(A2, 1), B(0, 2))
i1) le coordinate dei punti P della retta MC tali che I’angolo APB sia retto.

(P(1, (3 +~/5)2)); P'(1, (3 =+/5)/2))

V.9 -Dateleretter: 2x +by+1=0eds: x —y +c =0, con b e c parametri reali, dire per
quali valori dei parametri le rette sono:

i) incidenti; (b#-2)
i1) parallele non coincidenti; (b==2 ¢ c#1/2)
iii) coincidenti. (b==2¢ c=1/R2)

V.10 - Date le rette r: 4x + 3y — 10 =0, s: x + Sy + 6 = 0, t: 3x — 2y + 1 = 0, determinare:
1) perimetro ed area del triangolo da esse individuato Qp=5+ 13 + 26 ;S=1772)
1) I’equazione della retta contenente un’altezza a scelta del triangolo.
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V.11 - Verificare se le tre rette r: x + y—5=0,s: 2x -3y + 1 =0, t: 11x — 14y = 0 appar-
tengono allo stesso fascio. (si)

V.12 - Determinare la mediana della striscia individuata dalle rette parallele x + 2y = 0 ed
x+2y+7=0. (x+2y+7/2=0)

V.13 - Determinare le equazioni delle bisettrici degli angoli formati dalle rette:
X+y+7=0,4x-3y+1=0. (5+4v2)x+(573v2)y+35442 =0)
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CAPITOLO VI

ALCUNI LUOGHI NOTEVOLI DEL PIANO

6.1 - Generalita sulla rappresentazione delle curve piane.

Una linea piana puo essere definita o come traiettoria di un punto che si muove nel piano

secondo una data legge oppure mediante una proprieta che caratterizza i suoi punti. Quindi

fissato un sistema di riferimento cartesiano R(O, X, y) si hanno le seguenti rappresentazioni

della curva:

- come traiettoria di un punto P(t) le cui coordinate sono espresse in funzione di un para-
metro t

(1) x=x(t) y=y()

- come luogo dei punti P(x, y) le cui coordinate soddisfano un’equazione cartesiana del ti-
po

(2) f(x, y) = 0.

In generale si puo passare, almeno su piccoli tratti di curva dalla (1) alla (2) eliminando t;
viceversa risolvendo la (2) rispetto ad una delle incognite si perviene alla (1).

Affinche la definizione data corrisponda alla nozione intuitiva che abbiamo di curva, oc-
corre che le funzioni che appaiono in (1) ed in (2) soddisfino a condizioni restrittive quali,
ad esempio, la continuita. Tale argomento sara sviluppato in altri corsi.

DEFINIZIONE 6.1.1 - Se f'é un polinomio la curva si dice algebrica ed il grado del polino-
mio si dice ordine della curva, altrimenti la curva si dice trascendente.

Ad esempio le rette e le circonferenze nel piano sono curve algebriche del primo e secondo
ordine, la sinusoide y —sinx =0 ¢ una curva trascendente.

DEFINIZIONE 6.1.2 - Si dice conica ogni linea piana algebrica del secondo ordine.

6.2 - La circonferenza.
6.2.1 - Equazione della circonferenza.

Nel piano, la circonferenza ¢ il luogo dei punti P aventi distanza costante r da un punto fis-
so C, detto centro: CP =r.

Se nel piano ¢ dato un riferimento cartesiano ortogonale, fissato un numero reale positivo »
ed indicate con (a, ) le coordinate di C, la condizione affinché un generico punto P(x, y)
appartenga alla circonferenza ¢ espressa dall’equazione:

(x-a) +@y-p’=r.
Sviluppando 1 calcoli I’equazione diventa:

X’ +y —20x - 2By +y=0
con y=a’+p* -~
Si puo quindi dire che I’equazione della circonferenza ¢ una equazione di secondo grado in
x ed y con le condizioni:
- i coefficienti di x* e di y* sono eguali,

- il coefficiente di xy ¢ zero (cio¢ manca il termine xy).
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Affinché un’equazione del tipo x* + y* + ax + by + ¢ = 0 rappresenti una circonferenza rea-

2 2
le di centro C(a., B) con =—§, B= —g e raggio r, il numero ¥ = (%) +(gj — ¢ deve

essere > 0. Se il raggio ¢ zero, la circonferenza si riduce al suo centro.

ESEMPIO 6.2.1 - L’equazione 3x* + 3y* — 2x + 5y — 21 = 0 rappresenta la circonferenza di

(1 5] . 1 25
centro C| —,—— | eraggior=,|—+—+7.
376 9 36

L’equazione 3x” + 3y> — 2x + 5y + 21 = 0 non rappresenta punti reali in quanto il raggio r

risulta \/ l + é -7 = \/ - g , che non € un numero reale.
36 36

ESEMPIO 6.2.2 - L’equazione x> + y> + 2x + 4y + 5 = 0 rappresenta la circonferenza di cen-
tro C(—1, =2) e raggio zero, il cui unico punto ¢ C stesso.

6.2.2 - Equazione della tangente alla circonferenza.

Data la circonferenza o di equazione x* + y* — 20x — 2By + y = 0 ed un suo punto
Po(x0, y0), la tangente in Py a o ¢ la retta per Py perpendicolare alla retta CPy. Come para-
metri direttori della retta CPy possiamo assumere le differenze xo — a ed yo — 3, quindi I'e-
quazione della retta tangente risulta:

(X0 =) (X =x0) + (Yo = B) (y = y0) = 0.

Sviluppando i calcoli si ottiene:
XX +yoy — ax — By — X — yg + oxo + Byo = 0.
Poiché¢ il punto Py appartiene alla circonferenza, le sue coordinate ne soddisfano 1'equazio-
ne:
X(z) + y(z) —20x9 —2Byo+y=0 dacui —X(Z) - y(2)+ axo + Byo =17 — axo — Byo.

L’equazione della retta tangente si puo allora scrivere:

XX +yoy —ox — By + v —oxo = Pyo =0
OVVero

XoX + Yoy — a(x +Xo) — B(y + yo) +y=0.
Questa formula si ottiene dall’equazione della circonferenza con la regola degli sdoppia-

LR 13 : 29 : . : X+ X . +
menti cio¢ “sdoppiando’” x” in XX, y* in yoy, X in =20 | yin Y™ Yo
2 2

ESEMPIO 6.2.3 - Dati la circonferenza o di equazione x* + y* — 2x — 3 = 0 ed il suo punto
P(1, 2), I’equazione della retta tangente a ¢ in P si puo scrivere:
Ix+2y—-1x+1)=0(y+2)=3=0 cioé y—-2=0.

6.2.3 - Fascio di circonferenze.

Date due circonferenze o) € 6, di equazioni rispettivamente:
o1y —20ux = 2By +71=0
Gy x2+y2—2oc2x—2[52y+y2=0

consideriamo 1’equazione:
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M +y? = 20ux = 2B1y + 1) + (x> +y’ = 200x = 2Boy +72) = 0
ottenuta come combinazione lineare delle equazioni di 6, e 6, con coefficienti reali A e p
non entrambi nulli.
Tale equazione si puo scrivere:

(3) (h+ ) (" +y7) = 2(0ud + op)x = 2(Bik + Bap)y + Ayi + py2 = 0
e si hanno le seguenti possibilita:

1) se le due circonferenze sono concentriche, cio¢ a; = a, € B; = B2 anche la (3) rappre-
senta, fissati due numeri reali A e u, con A + pu # 0, una circonferenza ad esse concen-
trica. La (3) rappresenta, al variare di A e p, un insieme di infinite circonferenze con-
centriche detto fascio di circonferenze concentriche;

2) se le due circonferenze non sono concentriche la (3) rappresenta, fissati due numeri
reali A e 1, con A + p # 0, una circonferenza che passa per gli eventuali punti comuni a
01 € o2 (in quanto le coordinate di tali punti soddisfano le equazioni di 6, e o, € quindi

la (3)).

La (3) rappresenta al variare di A e p, un insieme di infinite circonferenze detto fascio di
circonferenze.
Se A + u=01a(3) ¢ ’equazione di una retta:

2 —o)x +2(B1 =By — 11 +712=0
detta asse radicale che passa per gli eventuali punti comuni a 6; € G detti punti base del
fascio in quanto tutte le circonferenze del fascio passano per essi.
E’ facile verificare che 1’asse radicale ¢ perpendicolare alla congiungente i centri di o € G,
e che tutti i centri delle circonferenze del fascio appartengono a tale congiungente che si
dice asse centrale del fascio.

N N N,

Se le circonferenze o, e o, sono tangenti I’asse radicale passa per il punto di tangenza ed ¢
perpendicolare all’asse centrale: coincide quindi con la tangente comune a G; € G».

Ne segue che tutte le circonferenze tangenti ad una circonferenza ¢ in un suo punto P ap-
partengono al fascio individuato da o e dalla tangente a ¢ in P.

Considerato un qualunque punto A del piano, diverso dagli eventuali punti base, esiste
sempre una ed una sola circonferenza del fascio che passa per A: infatti imponendo che le
coordinate di A soddisfino la (3) si ottiene un’equazione di I° grado in A e p e quindi si ot-
tiene un unico rapporto A /u che individua la circonferenza cercata.

ESEMPIO 6.2.4 - Determinare I’equazione della circonferenza passante per I’origine e tan-
gente la circonferenza o di equazione: x* + y* —2x — 3 =0 in P(1, 2).
Le circonferenze tangenti ¢ in P appartengono al fascio individuato da ¢ e dalla tangente a
o in P ed hanno quindi equazione: A(x* +y* = 2x — 3) + p(y = 2) = 0.
La circonferenza di tale fascio passante per 1’origine si ottiene scegliendo A e p in modo
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che (0, 0) soddisfi I’equazione; deve essere —3A — 2u = 0, da cui p= 3 e ’equazione

della circonferenza risulta: x> + y* — 2x — %y =0.

6.2.4 - Potenza di un punto rispetto alla circonferenza.

Considerati in un piano una circonferenza ¢ (di centro C(a., ) e raggio ) ed un punto Py

(di coordinate (xo, yo)), € noto dalla geometria elementare che se si conduce da Py una se-

cante s a ¢ e si indicano con A e B 1 punti di intersezione (eventualmente coincidenti), il

prodotto PoA * PoB non varia al variare di s.

- se Py ¢& esterno alla circonferenza risulta PoA * PoB = (PoT)* dove T ¢ il punto di tangen-
za di una tangente per Py a 6. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo
CTPy si ha (PeT) = (PoC)* = (CT)* = (xo — )’ + (yo — B)’ = 17

- se Py appartiene alla circonferenza risulta PoA * PoB = 0 in quanto Pp = A = B;

- se Py ¢ interno alla circonferenza, indicato con M un estremo della corda per Py e per-
pendicolare al raggio CP,, risulta PyA - PoB = (PoM)”. Applicando il teorema di Pitagora
al triangolo rettangolo CMP, si ha:

(PM)” = (CM)* = (PoC)* = 1 = [(x0 = ) + (0 = B)’]-

DEFINIZIONE 6.2.1.- Si definisce potenza di un punto Py di coordinate (xy, yy) rispetto alla
circonferenza o di equazione (x — &)’ + (y — )’ — ¥ = 0 il valore che assume il primo
membro dell’equazione della circonferenza sostituendo xy ad x ed yy ad y

p=(o—a)’+@—-p° -~

Da quanto visto sopra risulta il significato geometrico di p; in particolare p ha segno + se
Py ¢ esterno alla circonferenza, ha segno — se Py ¢ interno alla circonferenza e risulta ov-
viamente p = 0 se Py appartiene alla circonferenza.

Consideriamo ora due circonferenze c; € 6, di equazioni rispettivamente:
o x2+y2—2a1x—2Bly+y1 =0
oy x2+y2—2a2x—2[32y+y2=0

Un punto P (X,Y) ha eguale potenza rispetto alle due circonferenze se:

X2+ Y? =20, X = 2B Y 71 = X2+ Y2 = 20X = 2B Y +

cioe¢, semplificando: 2(o; — 02)X + 2(B1 — B2)Y — v1 + v2 = 0 che ¢ "equazione dell’asse
radicale; quindi: ’asse radicale ¢ il luogo dei punti aventi la stessa potenza rispetto alle
due circonferenze.
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6.3 - Le coniche come luoghi geometrici.
6.3.1 - Coniche elementari.

DEFINIZIONE 6.3.1 - Assegnati in un piano un punto F detto fuoco ed una retta d detta di-
rettrice, si dice conica il luogo descritto da un punto P che varia nel piano in modo che le
sue distanze dal punto F e dalla retta d conservino rapporto costante e > () detto eccentri-
cita.

Se indichiamo con D la proiezione di P su d,
la condizione geometrica che deve essere
soddisfatta dal generico punto P della conica y
¢ data da: P rae- 1D
) LU
PD 0o F Dy X

Per esprimere analiticamente la condizione si sceglie un riferimento cartesiano avente
I’asse x coincidente con la perpendicolare per F alla direttrice ed orientato da F verso d:
F avra coordinate (c, 0) ed d avra equazione x — h = 0. Indicate con (X, y) le coordinate del
generico punto P della conica, la (4) elevata al quadrato diventa:

2 2
(x=0+y’ _ o

5
() x_hy?
Sviluppando i calcoli si ottiene 1’equazione:
(6) (1-e)x*+y* —2(c—e’h)x + ¢’ —e’h’ =0

Si possono presentare vari casi.

Consideriamo il caso particolare in cui il fuoco appartiene alla direttrice, quindi ¢ = h.
La (6) diventa: (1 — ez)x2 + y2 —2c(1 - ez)x + c2(1 — ez) =0 ovvero:
(1 —ez) (x—c)2+y2=0
-se 1 — ¢’ >0 quindi 0 < e < 1 "equazione & soddisfatta solo per x = ¢ ed y = 0 ¢ la conica
ha il solo punto reale (c, 0);
-see=11a (1) diventa y*=0 e la conica si spezza nelle due rette coincidenti y =0, y = 0;
-se 1 —¢* <0 e quindi e > 1 (essendo e positivo) la conica si spezza in due rette reali di-

stinte ed incidenti nel fuoco: y = ++/e* —1 (x — ).
Le coniche cosi ottenute si dicono coniche degeneri.

Supponiamo ora che F non appartenga alla direttrice, quindi con ¢ # h, ed esaminiamo i va-
ri casi che si presentano al variare di e.

)ex#l
Per semplificare 1’equazione si sceglie come origine O del riferimento il punto dell’asse x
per cui risulta OF / ODy = ¢* (essendo Dy il punto di intersezione della direttrice con I’asse
x); risulta allora ¢/h = ¢* e quindi ¢ —e*h=0.

2(.2
La (6) diventa: (1 — e?)x> +y* + de_l) =0 od ancora

2
€
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<2 v?
12 T2 2y /.2
c’/e c(1-e“)/e

Essendo 1’equazione simmetrica in x ed y, I’origine ¢ centro di simmetria della conica e la
conica si dice a centro.

Se e < 1 la conica si dice ellisse; ponendo: al = cz/ez, b’ = cz(l - ez)/ez, da cui segue
a’ —b* = c¢%, la sua equazione diventa:
2 2
X y
(7) — + = 1.

N
o

Se e > 1 la conica si dice iperbole; ponendo: a* = c*/e%, b* = c*(e? — 1)/e?, da cui segue
a’ +b” = ¢%, la sua equazione diventa:

~

X 2

) — =
I) e=1
La conica risulta in questo caso il luogo dei punti equidistanti dal fuoco e dalla direttrice e
si dice parabola. In questo caso la (6) diventa:

y*—2(c—h)x +c*—h?=0.
Scegliendo I’origine O del riferimento nel punto medio tra F e Dy risulta ¢ = —h e I’equa-
zione (6) si semplifica ulteriormente:

=1.

o
%[

y —dex=0
od anche
) y2 =2px

con p = 2c, che si puo supporre positivo orientando opportunamente gli assi.

Abbiamo cosi ottenuto tre tipi di coniche: ellisse, iperbole (coniche a centro) e parabola le
cui equazioni hanno una forma particolarmente semplice dovuta al riferimento scelto.
Tale forma si dice forma canonica.

6.3.2 - Ellisse.
< 2

L’equazione canonica dell’ellisse ¢: —+==1 (7)

o
%<

con le quantita positive a,b,c,e legate dalle relazioni: al= cz/ez, b’ = cz(l - ez)/e2 da cui se-
gue a’—b*=c.

X=-a X=a
y
B y=b
P
Al M O F A X
y=-b
Bl

Intersecando I’ellisse con gli assi coordinati si trovano quattro punti di intersezione, detti
vertici: A(a, 0), A'(—a, 0), B(0, b), B'(0, —b).
Poiché per i punti dell’ellisse risulta sempre ‘ X ‘ <a,

y | < b, essi sono tutti interni al ret-
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tangolo individuato dalle rette x =—a, x=a, y=-b, y=b.

Se P(x, y) ¢ un punto dell’ellisse, lo sono anche P;(x, —y), P2(—X, y), P3(—x, —y), si ha che
I’ellisse ha due assi di simmetria ortogonali che si dicono assi dell’ellisse che si incontrano
nel centro di simmetria.

Per le proprieta di simmetria anche il punto F'(—c, 0) e la retta x = —h sono rispettivamente
fuoco e direttrice quindi ’ellisse ha due fuochi e due direttrici, la retta FF' si dice asse fo-
cale.

Usando 1 due fuochi si puod dimostrare una proprieta caratterizzante dell’ellisse che viene
anche usata per definirla:

PROPRIETA 6.3.1 - L’ellisse e il luogo dei punti del piano aventi da due punti fissi, detti
fuochi, distanze con somma costante 2a.
Dimostrazione.

1) Proviamo dapprima che I’ellisse gode di questa proprieta. Applicando la condizione che
caratterizza |’appartenenza di un punto P all’ellisse rispetto ai due fuochi ed alle due di-
rettrici, si ha che valgono le relazioni: PF/PD =e, PF'/PD'=¢, da cui segue:
PF=ePD, PF =ePD.

Essendo PD + PD'=2 | h|= 2¢/e?, segue che PF + PF' = ¢ (PD + PD') = 2c/e = 2a.

1) Vediamo ora che i punti che soddisfano alla condizione PF + PF' = 2a sono i punti
dell’ellisse di equazione (7). Scegliamo un riferimento cartesiano ortogonale avente
come asse x I’asse focale e come origine il punto medio di FF": risulta F(c, 0), F'(—c, 0).
Affinché un punto P(x, y) soddisfi alla condizione PF + PF' = 2a deve essere:

Jx=c) +y* +y/(x+c)* +y* =2a
elevando al quadrato si ottiene:

X2 +2ex+ iy =4da’+x*—2cx + A +y* —4daq(x —c)* +y?
cx—a’=(-a)y(x—c)’ +y*
c(x—a’/c)/a=—+4/(x—c)’ +y?
e(x—h)=—4/(x-c)’+y*> essendoc/a=e,a’/c=h

ed elevando al quadrato: e® (x —h)*=(x—c)’* +y* che ¢&la (5).

ESEMPIO 6.3.1 - Determinare I’equazione dell’ellisse di fuochi F;(1, 0) ed Fx(-—1, 0) e tale
che la somma delle distanze dai fuochi sia 8.

Un punto P(x, y) appartiene all’ellisse se \/ (x-1)%+y? +\/ (x+1)* +y*> = 8. Isolando un
radicale e quadrando si ottiene (x — 1)+ y2 =64+ (x+ 1)* + y2 —164/(x+1)* +y* e sem-

plificando —4x — 64 =—16+4/(x +1)* + y* cioe 44/(x+1)* +y> =x+ 16 da cui:

2 2

(x+16)* =16 (x*+2x+1 +y2) ed eseguendo i calcoli 15x%+ 16y2 =240 cio¢ T_6 L

15

6.3.3 - Iperbole.
2

=1 ®

2
. . . . X
L’equazione canonica dell’iperbole ¢:  — —

%[

a
con le quantita positive a,b,c,e legate dalle relazioni: a’= cz/ez, b*= cz(e2 — 1)/e2 da cui se-
gue: a’> + b® = ¢% Anche qui si hanno le simmetrie rispetto agli assi coordinati ed al-
I’origine: anche I’iperbole ha due assi di simmetria ortogonale, un centro di simmetria,
due fuochi e due direttrici.
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Solo I’asse x (asse focale o trasverso) ha inter-
sezioni reali con I’iperbole nei punti A(a, 0), x=-a | x=a
A'(—a, 0) detti vertici; 1’asse y non interseca
I’iperbole e si dice non trasverso.

Risolvendo I’equazione (8) rispetto ad y si rica-

b . )
vaiy = + — Vx?—a? , quindi si hanno valori 0 X
a

reali di y solo per x| > a; internamente alla stri-
scia delimitata dalle rette x = a ed x =—a non si b b

hanno punti dell’iperbole. y= X y=-—Xx
a

. S . b
Al crescere di | x | anche | y | cresce e la curva si avvicina indefinitamente alle rette y=—X
a

oppure y = b x: tali rette sono gli asintoti dell’iperbole.
a

Anche per I’iperbole si pud dimostrare una proprieta caratterizzante analoga a quella vista
nel caso dell’ellisse:

PROPRIETA 6.3.2 - L’iperbole e il luogo dei punti del piano avente da due punti fissi, detti
fuochi, distanze con differenza costante in valore assoluto 2a.

6.3.4 - Parabola.

L’ equazione canonica della parabola &: y*=2px (p>0) (9).

Tale curva, nel riferimento canonico, passa per 1’origine, detto vertice, che ¢ la sola inter-
sezione con gli assi coordinati.

L’asse delle x ¢ asse di simmetria ¢ viene detto
asse della parabola, non c’¢ invece simmetria ri-

spetto all’asse delle y, non c’¢ quindi centro di sim- y
metria, ¢’¢ un solo fuoco F di coordinate (%,Oj, d i ---P\
0

ed una sola direttrice di equazione x + % =0.

Poiché per la parabola si ha eccentricita e = 1 la de-
finizione 4.3.1 diventa:

La parabola e il luogo dei punti equidistanti da un
punto, detto fuoco, e da una retta, detta direttrice.

ESEMPIO 6.3.2 - Determinare 1’equazione della parabola avente fuoco F(1, 0) e direttrice di
equazione x + 1 =0.

Un punto P(x, y) appartiene alla parabola se la sua distanza da F, PF = /(x —1)* + y* & u-

guale alla distanza [x + 1| di P dalla direttrice cioé: /(x —1)* +y* = |x + 1|. Elevando al
quadrato si ha: x* — 2x + 1 + y* = x* + 2x + 1 da cui y* = 4x.

Vediamo ora alcuni esempi piu generali.

ESEMPIO 6.3.3 - Considerata la conica x* + 3y” — 4 = 0 determinarne il tipo, la distanza fo-

Universita di Torino



Favro — Zucco, Appunti di Geometria 1 69

cale, I’eccentricita, 1 vertici, 1 fuochi.
2 2 2 2

. . . X" 3 . X o .
L’equazione si puo trasformare in TJF% =1lein v +4y—/3 =1 che ¢ I’equazione ca-
nonica di una ellisse. Ricordando le posizioni fatte si ha:

- semiasse maggiore a=2;

2\/5_

semiasse minore b =

distanza focale c¢=+/a’-b* = 4—i = ﬁ;

3 3
N C 2\/3 \/E
- eccentricita e=— =—— = —;
a 6 3
- vertici A(2,0), A'(-2,0), B[ 2{ J Bv(o_%}

ESEMPIO 6.3.4 - Considerata la conica x* — 4y* — 4 = 0 determinarne il tipo, la distanza fo-

cale, 1 vertici, 1 fuochi, direttrici e asintoti.
2

L’equazione si puo trasformare in il y? = 1 che & I’equazione canonica di una iperbole.

Ricordando le posizioni fatte si ha:
- semiasse maggiore a=2;
- semiasse minore b=

J— 1’
- distanza focale c=+at+b? =VJ4+1 = \/g;

. ¢ \/_
- eccentricita e= — = ——
a 27
- vertici A(2,0), A'(=2, 0);
- fuochi F(4/5,0), F(—\/g, 0);
2 2
- direttrici x=h= a_’X:_h:_a_ dacui x— 4\/§ =0 ed x+ 4\/§ ZO;
C C 5 5
. . X X
- asimtotl y=—edy=-—
2 2

ESEMPIO 6.3.5 - Data la parabola 3y” — 2x = 0 determinarne I’equazione canonica, fuoco e
direttrice.

L’equazione si pud trasformare in y* = 2x/3, quindi p = 1/3 e ¢ = p/2 = 1/6. Risulta allora
che il fuoco ¢ F(1/6, 0) e la direttrice ¢ x =—1/6.

ESEMPIO 6.3.6 - Determinare 1’equazione della parabola avente fuoco F(—1, —3) e direttrice
X=Yy.
Un punto P(x, y) appartiene alla parabola se la sua distanza da F, PF :\/ (x+1)* +(y+3)

— y|
V2 V2
Elevando al quadrato si ha: x*+2x+ 1 +y* + 6y + 9 = (x* — 2xy + y°)/2 da cui
2xT+4x+2+2y° + 12y + 18 =x* —2xy +y* cioé x*+2xy +y° + 4x + 12y + 20 = 0 op-
pure:

¢ uguale alla distanza | _ | di P dalla direttrice cio¢: \/ (x+1D)? +(y+3) = |

(x+y)Y+4x+ 12y +20=0.
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ESEMPIO 6.3.7. - Determinare 1’equazione dell’iperbole di fuochi F;(-2, 2) ed F,(4, 2) tale
che la differenza delle distanze dei punti dell’iperbole dai fuochi sia, in valore assoluto, 4.
Un punto P(x, y) appartiene all’iperbole se

| Jx+2)7 +(y=2) —(x-4 +(y-2)* |=4.
Isolando un radicale e quadrando si ottiene:
(x+2) +(y =2 = (4 + (x4’ + (y=2)" )
ed eseguendo i calcoli:
CAAx ATy Ay +d=16+x>—8x + 16+ Yy’ —dy +4+8,/(x—4) +(y—2)

12x — 12 =48 \/ (x—4)> +(y—-2)*, da cui ancora, semplificando ¢ quadrando:
(3x — 3)? = 4(x* - 8x + 16 + y* — 4y + 4) cio¢ 5x* — 4y* + 16y + 14x — 71 = 0.

Da questi ultimi esempi si vede che una conica, definita come luogo geometrico, ha, in un
riferimento qualunque, cio¢ non nel riferimento canonico, come equazione un generico po-
linomio di secondo grado in x ed y eguagliato a zero. Questo ¢ coerente con la Definizione
6.1.2 di conica.

6.4 - Esercizi proposti.

VI.1 - Dire quali tra le seguenti equazioni rappresentano una circonferenza ed, in tal caso,
determinarne centro e raggio:

) x*+y'—2y-3=0; (C(0, 1)r=2)
i) xX*+y*—2x—4y+5=0; (C(1,2), r=0)
iii) x> +y* +6x—2y+12=0. (no)

VI 2 - Scrivere I’equazione della circonferenza ¢ di centro C(1, —2) e soddisfacente ad una
delle seguenti condizioni:

1) diraggio 2; (X +y —2x+4y+1=0)
i1) passante per il punto P(3, 1); (X +y —2x+4y—8=0)
ii1) tangente all’asse x; (X +y —2x+4y+1=0)
iv) tangente alla retta s di equazione x —y + 1 =0; (X +y —2x+4y—-3=0)

v) secante larettas: x —y + 1 =0 secondo un segmento di lunghezza 4.
X +y —2x+4y—7=0)

VI.3 - Scrivere I’equazione della circonferenza ¢ soddisfacente alle seguenti condizioni:
1) 1punti A(1, 3) e B(-3, 5) sono estremi di un diametro; (X +y +2x—8y+12=0)
i1) passa per i punti A(2, 0), B(0, 1), C(-1, 1); K +y +x+5y—-6=0)
ii1) passa per i punti A(1, 2), B(—1, 0) ed ha centro sulla retta 4x —y — 4 = 0.

(X +y =2x-3=0)

V1.4 - Determinare la posizione reciproca delle seguenti coppie di circonferenze , e G, nei
seguenti casi :

) o5 xX*+y"+6x-8y+16=0 ¢ oy x*+y*+2x=0; (esterne)
i) o X2+y2—2x=0 e Oy x2+y2—8x+12=0; (tangenti)
iii) o) X*+y*=2x-3=0 ¢ op xX*+y* —2y—1=0. (secanti)

VL5 - Dati la circonferenza o: x> + y2 —2x =0 ed i due punti A(3, 0) e B(0, 0), dire se i
punti appartengono alla circonferenza o sono interni o esterni; se possibile condurre da essi
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le tangenti a G. (A esterno, tangenti da A: y = + (x —3)/4/3 ; B € o, tangente in B: x = 0)

VI.6 - Tra tutte le circonferenze tangenti alla retta x + 2y — 3 = 0 nel suo punto P(1, 1) de-
terminare quella che:

i) passaper A(2,-1); (Bx*+ 3y’ —x+4y—9=0)

ii) ha centro sull’asse y. X +y +2y—4=0)

VL7 - Tra tutte le circonferenze tangenti a o: x> +y* — 5 = 0 in A(2, 1) trovare quelle tan-
genti a " 4x”> +4y* — 5=0. (CH+yY —x—y2-52=0ex’+y —3x—3y/2 +5/2=0))

VI8 - Data la circonferenza o: x* + y> + 2x — 2y — 3 = 0 ed il suo punto A(0, 3) determina-
re:

i) centro e raggio di c; (C1, 1), r=+/5)
i1) latangente a G in A; (x+2y—-6=0)
iii) gli altri vertici del quadrato inscritto in 6 avente un vertice in A.  ((-2, 1), (1, 0), (-3, 2))

VL9 - Determinare vertici, fuochi ed eventuali asintoti delle seguenti coniche:
i) 2x*+8y*=12;

i) 5x*-7y*=5;

iii) x*—3y=0;

iv) X3 +y*2=6;

v) xM6+vy/2=6;

vi) 2x*+ 8y’ = 12.

VI.10 - Determinare 1’equazione della retta tangente alla conica x> — 2y = 0 nel suo punto
P(2, 2). 2x-y-2=0)

VI.11 - Dati la circonferenza o di equazione: x* + y> + 2x + 2y — 6 = 0 ed il suo punto
P(1, 1), determinare:
1) I’equazione della retta r tangente a G in P; (x+y-2=0)
1) D’equazione della circonferenza tangente a ¢ in P e passante per I’origine;
X +y —x-y=0)
1i1) I’equazione della conica avente come direttrice la retta r, come fuoco il punto F(3, 3)
ed eccentricita e = +/2 /2. (3x2 + 3y* — 2xy — 20x — 20y + 68 = 0)

VI.12 - Date le circonferenze o e o, di equazioni rispettivamente: x* +y* —2x —4y =0 ¢

x2+y2+2x+4y—20=0:

i) verificare che sono secanti e determinare I’equazione della retta passante per i loro
punti comuni P e Q; (x+2y-5=0)

ii) determinare 1’equazione della circonferenza passante per P e Q ed avente centro sulla
rettax —y +2=0; (X +y —4x—8y + 10=0)

iii) determinare I’equazione della conica avente come direttrice la retta PQ, come fuoco il
punto F (4, 8) ed eccentricita e = NER By’ +4xy - 2x — 4y - 55=0)

VI.13 - Date le circonferenze o, e o, di equazioni rispettivamente: x* + y> —x —3y =0 ¢

X2+ y2 —4y=0:

1) verificare che sono secanti in due punti A e B; (A(0, 0), B(2, 2))

ii) determinare ’equazione della circonferenza avente diametro AB;  (x* +y* —2x — 2y =0)

ii1) detto A il punto di ascissa minore tra A e B, determinare I’equazione della parabola y
avente vertice in A e fuoco in B. (x> +y* = 2xy — 16x — 16y = 0)

Dipartimento di Matematica



72 Capitolo 6 — Alcuni Luoghi notevoli del Piano

VI.14 - Dati: la circonferenza o di equazione: x> +y* — 2x — 2y — 2 = 0, il suo punto P(3, 1)
e la retta r di equazione: x +y = 0, determinare:
1) I’equazione della circonferenza y tangente a ¢ in P ed avente il centro sulla retta r;

(X +y +2x -2y - 14=0)
i1) 1’equazione della retta s tangente a y in P; (x=3)
ii1) 1’equazione ed il tipo della conica avente fuoco in P, direttrice relativa a P la rettar e

passante per il punto A(2, 2); (7x* + 7y* — 2xy — 48x — 16y + 80 = 0, ellisse)
iv) D’area del triangolo avente un lato su r, uno su s ed uno sulla congiungente P con il
centro C di y. (5=8)
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CAPITOLO VII

ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA DELLO SPAZIO:
PIANI E RETTE

7.1 - Riferimento cartesiano.

Siano E; lo spazio affine euclideo, O un punto di E; e B{e,, e,, €3} una base dello spazio
vettoriale S3 associato ad E3. Diciamo che il punto P ha coordinate (x, y, z) nel riferimento
R{O, e}, ey, e3} se il vettore P — O ha componenti x, y, z rispetto alla base B{ej, e», e;} e
viceversa:

P=(x,y,z2) < P-0=xe +ye;+ zes.

I1 punto O viene detto origine del sistema di riferimento ed ha coordinate (0, 0, 0).
La retta per O parallela ad e; viene detta asse

delle x o asse delle ascisse, un suo punto ha

coordinate (x, 0, 0), la retta per O parallela ad

e, viene detta asse delle y o asse delle ordina-

te, un suo punto ha coordinate (0, y, 0), la retta

per O parallela ad e; viene detta asse delle z o

asse delle quote, un suo punto ha coordinate

0,0, 2).

Nel seguito supporremo che il riferimento
R{O, i, j, k} sia formato da una base ortonor-
male positiva i, j, k di S; ossia formata da ver-
sori a due a due ortogonali. (v. Definizione
1.3.6).

Le coordinate del punto medio di due punti dati
sono le semisomme delle coordinate.

(v. Definizione 1.3.7 nel caso n = 2).

ESEmMPIO 7.1.1 - Il punto medio del segmento di estremi A(2, -5, 6) e B(0, 3, 2) ¢ il punto
M(1, -1, 4).

Se P,=(x2,¥2,22) ¢ P, =(xy, Y1, z1) sono simmetrici rispetto all’origine, si ha:
X2==X1, Y27=Y1, Z2T=—7
infatti si verifica che I’origine ¢ il loro punto medio.

Le componenti del vettore differenza di due punti sono date dalla differenza delle coordi-
nate, infatti si ha:
P,-P= (Pz - O) - (P1 - O)
quindi se P, = (x2, 2, 22) € Py = (X1, y1, ;) risulta:
Py — Py = (x201 + y2e2 + 72€3) — (X1€1 T y1€2 T Z1€3) = (X2 — X1)e; T (y2—yi)ex + (z2 — z1)es.

7.2 - Equazioni parametriche della retta.

La retta per un punto Py parallela ad un vettore u ¢ formata dai punti P tali che il vettore
P — Py sia parallelo al vettore u, ossia P—Py=tu (1) ovetvariainR.

Dipartimento di Matematica



74 Capitolo 7 — Elementi di Geometria Analitica dello Spazio: Piani e Rette

Py —_—

Se Py ha coordinate (X, yo, Zo) € u=1i+ mj+nk la(1)diventa:
(x —x0)i + (y —y0)j T (z — 20)k = tli + tm]j + tnk.
Eguagliando le componenti dei due vettori si ottengono le equazioni parametriche:

X=X, +1t
y=Yyo+mt
z=12z,+nt

Si dicono parametri direttori della retta le componenti di un qualsiasi vettore parallelo al-
la retta, quindi nel caso visto la terna (I, m, n) e le terne ad essa proporzionali.

ESEMPIO 7.2.1 - Scrivere le equazioni parametriche della retta per Py di coordinate (2,—1, 7)
e parallela al vettore u =i+ 3j—k.

X=2+t
y=—-1+3t
z=T7—1

Anche la retta per due punti Py(Xo, Yo, Zo) € P1(X1, Y1, Z1) si pud pensare come retta per un
punto (per esempio Py) e parallela al vettore P; — Py:

X—Xo _Y—Y¥Yo_2—12
Xi—Xo Y1—Yy Z,—1%

ove X1 # Xo Y1 # Yo Z1 # Zp.

ESEMPIO 7.2.2 - Scrivere le equazioni parametriche della retta per Py di coordinate (2, 3,-3)
e per P, di coordinate (3, 4, 0) significa scrivere le equazioni parametriche della retta per
Py(2, 3, —3) e parallela al vettore P; — Py di componenti (1, 1, 3).

X=2+t
y=3+t
z=-3+3t

7.3 - Rappresentazione del piano.

Il piano puo essere individuato come piano per un punto Py ed ortogonale ad un vettore n,
ossia come il luogo dei punti P tali che:
(P — Po) n=0.
(In dimensione 2 I’espressione precedente rappresenta una retta.)
Se n =ai + bj + ck e Py ha coordinate (xo, yo, Zo) si ottiene 1’equazione cartesiana del piano
a(x —xgp) + b(y —yo) + c(z—12p) =0.
Ponendo d = —ax — by — ¢z si ottiene un’equazione del tipo:
ax +by+cz+d=0.

Un’equazione lineare in x, y, Z rappresenta un piano e i coefficienti a, b, ¢ della x, del-
la y e della z hanno il significato di componenti di un vettore ortogonale al piano.
L’equazione di un piano ¢ determinata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.
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EsEmPIO 7.3.1 - 1l piano per Py di coordinate (2, —3, 2) ed ortogonale ad n = 2i + 5j + k ha
come equazione cartesiana: 2(x —2) + 5(y +3) +(z—2)=0ossia2x + S5y +z+ 9 =0.

In particolare:

- il piano coordinato xy, essendo ortogonale al vettore k, ha equazione cartesiana z = 0;
- il piano coordinato yz, essendo ortogonale al vettore i, ha equazione cartesiana x = 0;
- il piano coordinato zx, essendo ortogonale al vettore j, ha equazione cartesiana y = 0.

Altro modo di individuare un piano 1 ¢ assegnare un punto Py che appartiene a 7 e due vet-
tori Li. u e v che sono paralleli a m; il piano n ¢ formato dai punti P tali che P — Py, u, v so-
no complanari, il loro prodotto misto deve essere nullo:

(P-=Pp)eunv=0.

Da tale equazione vettoriale, supposto fissato il riferimento ortogonale monometrico, si ar-
riva all’equazione cartesiana ricordando che il prodotto misto di tre vettori, note le compo-
nenti, ¢ dato dallo sviluppo di un opportuno determinante del terzo ordine. Quindi se Py ha
coordinate (Xo, Yo, Zo) € u=li + mj + nk e v=1'i + m'j + n'k I’equazione del piano ¢&:
X=Xo Y~Yo Z27Z%
1 m n | =0.

' '

I m n

Si osservi che il vettore u A v ¢ ortogonale al piano 1 cercato.

ESEMPIO 7.3.2 - Trovare il piano per Py di coordinate (-1, —1, 1) e parallelo adu=i+j—k
ev=i+2j.
Siha:2(x+1)—(y+1)+(z—1)=0o0ssia2x—-y+z=0.

Un piano 7t ¢ anche individuato da tre punti non allineati : Py P; P,. Tale caso rientra nel
caso precedente, m ¢ il luogo dei punti P tali che i vettori P — Py, P; — Py, P, — Py siano
complanari.

I1 piano & ¢ quindi il luogo dei punti P tali che:

(P —Po) « (P1 —Po) A (P2—Pg) =0.
Esplicitando il prodotto misto in componenti, supposto che Py abbia coordinate (xo, yo, Zo),
P, coordinate (xi, y1, Z1) € P, coordinate (x2, y2, z») si ha:
X=Xg Y=Yo Z77%
X=X Y1=Yo 2z -2 |=0.

Xo=Xo Y2=Yo 777

Si osservi che (P} — Py) A (P2 — Py) risulta un vettore ortogonale al piano dei tre punti.

ESEMPIO 7.3.3 - L’equazione del piano per i punti A(1, 2, 3), B(1, 0, 2) C(0,0, 1) ¢
x-0 y-0 z-1
1-0 2-0 3-1/=0
1-0 0-0 2-1

e sviluppando il determinate si ottiene I’equazione cartesiana 2x +y —2z+ 2 =0.
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7.4 - Ortogonalita e parallelismo fra rette.

Due rette r ed s in forma parametrica

-1 P-Pyp=tu ovetvariainR;

-s: P—-P;=kv ovekvariainR.

sono ortogonali se u e v sono ortogonali, ossia u « v =0, sono parallele se u e v sono paral-
leli, ossiau=Av.

Postou= (I, m,n)ev=(I'm',n'): redssonoortogonalise II'+mm'+nn'=0;

r ed s sono parallele se l=£=£.
I' m n
ESEMPIO 7.4.1 - Date le rette:
X =4+3t x=1-3t x =4 +4t x=1+3t
rrqy=5+3t s:qy=5-3t p:iy= uqy=1+t
z=-5-2t z=-7+2t z=2+6t z=—-1-2t

la retta r ¢ parallela ad s, ortogonale a p, né parallela né ortogonale ad u.

7.5 - Ortogonalita e parallelismo fra piani.

Due piani a e 3
a: (P—Py) - n =0, di equazione cartesiana ax +by+cz+d=0
B: (P—P;)-n'=0, di equazione cartesiana a'x +b'y+c'z+d =0
- sono ortogonali se n ¢ n' sono ortogonali, ossian - n'=0, ossia aa'+bb'+cc'=0;

. ' . . . a _b c
- sono paralleli se n e n' sono paralleli, ossia n' = An, ossia: — = — = —.
a b
a_b ¢ d . L
Se anche:— = — = — = — allora i due piani coincidono.
a' b ¢ d

ESEMPIO 7.5.1 - Dati i piani:

op:2x—y+3z+8=0;

an: 3x —2z=0;

o3 4x —2y +6z+20=0;

o4 2x+y—3z-8=0;

os: Sx +4y—-2z+15=0;

oe:Xx+ty+4z+6=0.
si ha che o, ¢ ortogonale ad o, ed as; parallelo ad as; coincidente con ou; né parallelo né
ortogonale ad o.

7.6 - Intersezione di due piani.
L’intersezione di a: ax + by +cz+d=0e¢ B: a'x + b'y + ¢'z+ d' = 0 ¢ data dai punti che

soddisfano entrambe le equazioni, ossia dai punti che sono soluzioni del sistema:
{ ax+by+cz+d=0

a'x+by+c'z+d=0
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Ci sono tre possibilita:

1) sistema incompatibile: 1 piani sono paralleli;

1) sistema con infinite soluzioni al variare di un parametro: 1’intersezione ¢ una retta;

ii1) sistema con infinite soluzioni al variare di due parametri: le due equazioni rappresenta-
no lo stesso piano.

7.7 - Retta come intersezione di due piani.

x=a+lt
Laretta {y = b+ mt, se i suoi parametri direttori sono
z=c+nt

tutti diversi da zero, si pud anche rappresentare, eli-
minando il parametro t, nel seguente modo:
x-a y-b z-c

b

1 m n
ossia si pud considerare r come intersezione di due
x—a z—c y-b z-c

= e = .

piani, ad esempio:
n m n

Se invece, ad esempio, | =0, m # 0 ed n # 0 la retta risulta intersezione dei piani x = a e
y-b z-c

m n
X =243t

ESEMPIO 7.7.1 - Trovare due piani aventi per intersezione larettar: Sy =-3+t .
z=—1+9t

Eliminando il parametro t si ricava X2 ler3 _ 2zl da cui:
Xx—-2 y+3
3 1 o X—3y—11:0.
y+3=Z+1 9y —z+26=0
1 9

Se una retta ¢ data come intersezione di due piani per determinarne 1 parametri direttori si
puo procedere in vari modi.

a) Un modo semplice ¢ risolvere il sistema delle due equazioni dei piani: le infinite solu-
zioni esprimono la retta in forma parametrica.

: : . ) 2x+3y-z=1 oo
ESEMPIO 7.7.2 - Data la retta come intersezione di piani risolvendo il si-
5x+8y+2z=3
x =14k -1
stema (v. Esempio 4.2.3), si ottiene come soluzione: 1y =—-9k +1.
z=k

Si ha che 1 parametri direttori sono proporzionali alla terna (14, —9, 1).

b) Un altro modo ¢ quello di considerare i vettori n perpendicolare ad un piano ed n' per-
pendicolare all’altro; il loro prodotto esterno ¢ un vettore parallelo alla retta.
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Facendo sempre riferimento all’Esempio 7.7.2, sihan = (2, 3,-1) ed n' = (5, 8, 2), il vet-

i j k
tore r=n An'¢parallelo allarettaerisultar=|2 3 -1|=14i—-9j+k.
5 8 2

¢) Un terzo modo ¢ quello di trovare due punti A e B dir, il vettore B — A ha come compo-
nenti i parametri direttori di r.

Facendo ancora riferimento all’Esempio 4.2.3 si possono considerare come A(—1, 1, 0) e
B(27, —17, 2), allora il vettore B — A = (28, —18, 2) ¢ parallelo ad r e le sue componenti
(proporzionali a quelle trovate con i metodi precedenti) sono ancora parametri direttori di r.

7.8 - Fasci di piani.

Data una retta r dello spazio si dice fascio (proprio) di piani per r I’insieme di tutti i piani
dello spazio passanti per r.

Considerati due piani passanti per r:

-t di equazione: ax + by +cz+d =0,

- ' di equazione: a'’x +b'y +c¢'z+d' =0,

I’equazione cartesiana di tutti i piani del fascio ¢ la loro combinazione lineare di
coefficienti reali A, p:

2) Max+by+cz+d)+pu@ax+by+cz+d)=0.

Infatti (2) ¢, per ogni A, W, I’equazione di un piano o che contiene tutti i punti della retta

perché se P = (X1, yi1, z1) appartiene alla retta soddisfa alle equazioni di w e di ' e quindi
alla (2).

x =142t
ESEMPIO 7.8.1. - Determinare 1’equazione del generico piano per larettar: {y=2+t .
z=2+t
L : : : . x=2y+3=0 . : :
Prima si scrive r come intersezione di due piani 0 poi I’equazione del fascio
y-z=
Mx=2y+3)+u(y-2=0.
x=1+2t
ESEMPIO 7.8.2 - Determinare il piano per Q(1, -2, 0) e perlarettar: {y =2+t .
z=2+t

A partire dall’equazione del generico piano per r determinata nell’esempio 7.8.1 s’impone
il passaggio per il punto Q(1, -2, 0): A(1 + 4 + 3) — 2u = 0 e si ottiene il piano cercato:
X+2y—4z+3=0.

Si dice fascio improprio I’insieme dei piani paralleli ad un piano fisso.
Se il piano © ha equazione: ax + by + ¢z + d = 0, il generico piano del fascio ha equazione

ax + by + ¢z + k=0 al variare di k in R.

ESEMPIO 7.8.3 - Dato il piano di equazione x + 2y + 5z + 7 = 0, il fascio dei piani paralleli
ha equazione x + 2y + 5z + d = 0 al variare di d in R.
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7.9 - Intersezione retta-piano, parallelismo retta-piano.

Supponiamo che la retta r sia rappresentata mediante le equazioni parametriche:

X=X, +1t
rrqy=y,+mt ed il piano m dall’equazione ax + by +cz+d =0.
z=2z,+nt

L’eventuale punto comune si trova risolvendo il sistema formato dalle equazioni dire di n
e quindi corrisponde al valore di t che soddisfa la seguente equazione risolvente:
(axp+ byg+czp+d)+(al +bm+cn)t=0

ossia un’equazione del tipo B + At = 0.

Se A # 0 siricava t che sostituito nelle equazioni di r da le coordinate del punto in cui r in-

terseca il piano 7.

Se A = 0 si hanno due possibilita:

- se B # 0 non ¢’¢ nessun valore di t che soddisfi I’equazione risolvente, la retta r ¢ paralle-
laam;

- se B = 0 I’equazione risolvente in t ¢ un’identita, ossia la retta r € 7, si pud ancora consi-
derare la retta r parallela a .

Quindi la condizione di parallelismo retta-piano ¢ data da al + bm + ¢n = 0.

Casi particolari:

- Il piano ax + by + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse z.

- Il piano ax + bz + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse y.

- Il piano ay + bz + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse x.

ESEMPIO 7.9.1 - L’intersezione del piano 3x + 4y — z + 3 = 0 con I’asse z ¢ il punto di co-
ordinate (0, 0, 3).

7.10 - Ortogonalita retta-piano.

La retta r parallela al vettore r ¢ ortogonale al piano di vettore ortogonale n se r ¢ parallelo
ad n. Secondo le solite notazioni

a
1

g =
= |e

ESEmMPIO 7.10.1 - La retta per Q(0, 2, 1) ortogonale al piano x + 2y — z + 3 = 0 ha equazioni
x=t

parametriche <y =2+ 2t.
z=1-t

7.11 - Angoli.

Due rette r ed s dello spazio, non necessariamente incidenti, formano un angolo y (ed anche
un angolo 7 — ¥) se un vettore r parallelo ad r ed un vettore s parallelo ad s formano un an-
golo y.
Per la formula del prodotto scalare, tenuto conto che si ha la possibilita di trovare due an-
goli, si ha:

r-s

[ [ls]

cosy =t
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Due piani t e ' formano un angolo y se esistono un vettore n ortogonale a 7 , ed un vettore
n' ortogonale a 7' che formano un angolo y. In questo caso si ha una formula analoga alla
precedente.

Un piano ed una retta r formano un angolo y (minore di un angolo retto) se il vettore r pa-

T ..
rallelo ad r forma un angolo uguale a 5 Y con un vettore n ortogonale a 7, per cui si ha

per siny il valore assoluto della frazione seguente:
r-n

[ [n]

ESEMPIO 7.11.1 - Determinare I’angolo della rettar: x =3,y =2 +t, z=—t con il piano 7:
x+ty+1=0.

Per la formula precedente si ha: sin(r m) = %

7.12 - Mutua posizione di due rette nello spazio.

Due rette sullo stesso piano si dicono complanari; possono essere incidenti se si interse-
cano in in punto, o parallele.

ESEmMPIO 7.12.1 -Leretter: x=1+t,y=3+t,z=t ed s:x=1+3k,y=3-k,z=4k
hanno in comune il punto P(1, 3, 0), e quindi sono incidenti.

Leretter: x+z=0,x—-y—-z+2=0 ed s:x=2+t,y=2t, z=3 —t sono parallele, a-
vendo 1 parametri direttori proporzionali.

DEFINIZIONE 7.12.1 - Due rette si dicono sghembe se non sono complanari.

Per provare che due rette sono sghembe si deve quindi verificare che non siano parallele e
che non abbiano punti in comune.

ESEMPIO 7.12.3 - L’asse ze larettar: z=0, x + y + 1 = 0 non sono paralleli perché 1’asse z
ha parametri direttori (0, 0, 1) mentre la retta r ha parametri direttori (-1, 1, 0). Inoltre poi-
ché I’asse z ha equazioni x = 0, y = 0, il sistema formato dai quattro piani ¢ incompatibile:
le rette sono sghembe.

7.13 - Distanze ed applicazioni.

a) Distanza di due punti P, = (x2, y2, 22) € P; = (X1, y1, Z1).
La distanza di P, e P; ¢ il modulo del vettore P, — P; = (xo — x))i + (y2—y1)j + (z2 — 1))k

ossia  d(Py, Py) = \/(Xz X))+ (¥, -y + (2 - 7))

ESEmMPIO 7.13.1 - La distanza del punto A(-3, 4, 0) dall’origine ¢ 5.

b) Distanza di un punto Py = (Xo, yo, Zo) dal piano = di equazione ax + by + cz+d =0.
Sia P; = (x1, y1, z1) un punto di ® e n = (a, b, ¢) un vettore ortogonale a 7.

Per definizione n « (P; — Py) ¢ il modulo di n per la proiezione con segno di P; — Py su n os-
sia ¢ il modulo di n per la distanza di Py da m, a meno del segno perché si considerano di-
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stanze positive.

Con calcoli analoghi a quelli del § 5.8 si ricava:

0= |ax0+by0+czo+d|.

dist(Py,
a?+b?+c?

ESEMPIO 7.13.2 - La distanza del piano x + 2y + 2z — 5 = 0 dall’origine ¢ %

c) L’area del triangolo P, P, P; si puo calcolare come la meta del modulo del prodotto
vettoriale dei vettori P, — Py e P; — P;.

ESEMPIO 7.13.3 - Calcolare I’area 4 del triangolo Py(1, 2, 0) P»(-1, 3, 1) P3(0, 1, 2).
Poiché P, — Py =(-2,1,1)e P;— P, = (-1, -1, 2) si ha:
P=P)AP;-P)=2+1Di—(—4+1)j+ 2+ Dk per cui:

A=%||3i+3j+3k|| =%\/9+9+ =%\/§.

d) Il volume del tetraedro di vertici P; = (xj, yi, zj)) coni=1, 2, 3, 4 si calcola con la for-
mula vettoriale:

1
VOl(Pl, Pz, P3, P4) = g (P2 — Pl) AN (P3 — P]) . (P4 — Pl).

Tenendo conto che consideriamo il volume una quantita positiva, il secondo membro va
considerato in valore assoluto.

ESEMPIO 7.13.4 - Dati 1 vertici A(-2, -2, 1), B(1, -1, -3), C(0, 2, 0), D(0, -1, 3) calcolare
il volume del tetraedro.

32
24 1=
2 1

Risulta Volume del tetraedro = 6"
4

1
6

¢) Distanza di un punto da una retta.

Per calcolare la distanza di un punto P da una retta r, che ¢, per definizione, la distanza del
punto P dal punto H piede della retta per P perpendicolare ed incidente ad r non si puo ap-
plicare direttamente una formula ma si devono calcolare le coordinate di H e successiva-
mente la distanza dei punti P ed H.

x=y+1
ESEmMPIO 7.13.5 - Calcolare la distanza di P(1, 2, 0) dalla retta r: { Y .

zZ=-y+
Il piano a per P perpendicolare ad r ha equazione x +y —z— 3 = 0. Il punto H, piede della
perpendicolare, ¢ il punto di intersezione di a ed r; ha coordinate (2, 1, 0).

Risulta quindi d(P, r) = d(P, H) = /2 .
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7.14 - Esercizi proposti.

VII.1 - Determinare le equazioni dei seguenti piani:

1) passante per il punto A(1, 1, 0) e parallelo ai vettori u(1, 0, —1) e v(0, 2, 3);
2x—=3y+2z+1=0)

i1) passante per i punti B(0, 1, -1), C(3, 2, 1) e parallelo al vettore w(0, 0, 5); (x -3y +3 =0)

ii1) passante per il punto D(1, 1, —1) ed ortogonale al vettore n(1,—1,2); (x—y+2z+2=0)

iv) passante per i punti E(0, 1, 0), F(2, -1, 0) e G(1, 2, 2). x+y-z-1=0)

VII.2 - Scrivere 1’equazione dei seguenti piani:
1) passante per il punto A(1, 2, 3) e perpendicolare al vettore n(0, 1, -2);  (y-2z+4=0)
1) passante per il punto B(0, 1, —1) e parallelo ai vettori u(1, 0, -1) e v(1, 2, —1);
x+z+1=0)
ii1) passante per i punti A(1, 2, 3), B(0, 1, 2) e parallelo al vettore u(0, 1, -2);
(Bx-2y—-z+4=0)
1v) passante per i punti A(1, 2, 3), B(0, 2, 1) e C(1, -1, 2). (6x+y-3z+1=0)

VIL.3 - Rappresentare, mediante equazioni parametriche e come intersezione di piani, la
retta r passante per il punto A(1, 1, 0) e parallela al vettore u(1, -1, 2).
x=1+t,y=1-t,z=2¢)

VIL.4 - Rappresentare, in forma parametrica e come intersezione di piani, le seguenti rette:

1) passante per i punti A(1, 2,—1) e B(0, 1, 4); (x=1+t,y=2+t,z=—1-5t)
i1) passante per A e parallelaallarettax —1=2y+3=1-27; (x=1+2t,y=2+t,z=-1-2¢)
iii) passante per A e parallela all’asse z; (x=1,y=2,z=-1+1)
iv) passante per A e parallela ai piani cordinati xy e yz; x=1,y=2+t,z=-1)
v) passante per A e parallelaaipianix+y—1=0e2y+3=0. (x=1,y=2,z=-1+1)

VILS - Determinare i valori dei parametri reali h e k tali che 1 piani 2x + hy —2z+3=0¢
x+2y+kz+1=0:

1) siano paralleli; (h=4,k=-1)
i1) si intersechino in una retta parallela al vettore u(1, 1, 1). (h=0,k=-3)

VIIL.6 - Studiare la mutua posizione piano - retta nei seguenti casi:

1) oudx—yt+tz-1=0edrix=1+2t,y=-"2+t,z=2-t; (incidenti)
i) au3x—y+tz-1=0edr:x=1+t,y=1+3t,z=-1; (rco)
i) o:3x—y+z—1=0edr:x+2z=0,2x -y +z=0; (incidenti)
iv) a:3x—-y+z—1=0edr:x-1=0,-y+z=0. (paralleli)

VIL.7 - Determinare le equazioni della retta passante per il punto P(1, —1, 2) perpendicolare

x—z=0
ed incidente la retta . (x-y-z=0,x+z-3=0)
2x+y—-2z=0

VIL.8 - Trovare le equazioni della retta per I’origine incidente le rette
2x—y+1=0 x=y-1
r: ed s: ) @x—-y+z=0, 4x-3y-z=0)
y+z-2=0 x=2z+3
VIL.9 - Trovare le coordinate di un punto ed i parametri direttori della retta intersezione dei

piani: 2x—-y+z—-1=0¢ x+ty—-z+2=0. (r=10,3,3))
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VII.10 - Trovare le equazioni dei piani bisettori degli angoli formati dai due piani:
2x—y—2z—-6=0¢ x—2y—-2z+3=0. (x+y=9,3x-3y—4z=3)

x-y+z=0
VIIL.11 - Verificare che la retta r di equazioni Y ed il piano m di equazione:
2x+y-z=0
3x + 5y — 5z =1 sono paralleli e rappresentare il fascio improprio delle rette parallele ad r
e giacenti su 7. Bx+5y-52—-1=0,h(x -y +2z) +k(2x +y — z) = 0)

x=t+1
x=z-1
VIIL.12 - Verificare che le rette r:y =3t +1 e s:{ sono complanari e non parallele.
z=4-t

=0 x—y=0
VII.13 - Condurre per P(1, 2, 3) la retta ortogonale alle rette r: {y eds: { }; 0
7 = Z—1=

(x=1Ly=2)

VII.14 - Condurre per P (1, 2, —2) la retta parallela al piano: x — 2y + 3z = 6 ed ortogonale

y=2z
alla retta r: . (x+2y+z-3=0,x-2y+3z+9=0)

x=z+1

. . L x=z+1 )
VII.15 - Data la retta r di equazioni Y9 ed il punto P (2, -1, 3):
y=2z-
1) determinare le coordinate del punto P' simmetrico di P rispetto ad r; (P'(2, 1,-1))
i1) determinare le equazioni della retta per P perpendicolare ad r ed incidente ad s di equa-
onj; | X323 =0 (x4 7=0, x+2 3=0)
zioni: : 4y-7-7=0, x+2y+z-3-=
y—2z+4=0 e D

determinare le e-

x—-2y=0 x—z—-1=0
VIIL.16 - Date le due rette sghembe r: s:
x—z+1=0

2y-3z=0
quazioni della retta perpendicolare ed incidente le rette date. (x+z-1=0,y=0)

VIL.17 - Determinare le equazioni della retta complanare con il piano p di equazione

x+3y+2z+4=0 edincidente I’asse x ¢ I’asse z. (x+3y+2z+4=0,y=0)
. X =2z J30
VII.18 - Calcolare la distanza del punto P(2, 3, —1) dalla retta r: . —_—
y=z+2 3
Xx=t—-06
X+y—-z+7=0 .
VIL.19 - Date le rette r: <y=t ed s: ed il punto P(1, 0, —2) determi-
2x—-y—-9=0
z=t+5
nare I’equazione del piano per P e parallelo ad entrambe le rette. (x-2y+z+1=0)
2x—-y+1=0 _ .
VIL.20 - Data la retta r: ed il punto A(0, 1, 1) determinare :
2y-z+2=0

- le equazioni parametriche dir; (x=(t—1)2,y=t, z=2t+2)
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- le intersezioni di r con 1 tre piani coordinati; (X=(0,1,4),Y=(-1/2,0,2), Z=(-1,-1, 0))
- un piano parallelo alla retta r;
- la retta parallela ad r e passante per A; x=12t,y=1+t,z=1+2t)
- il piano perpendicolare alla retta r e passante per A; (x+2y+4z—-6=0)
- la distanza di r dall’origine. {@J

. : . x=y+l :
VIIL.21 - Dati il punto P(1, 2, 0) e la retta r di equazioni 1determlnare:

zZ=-y+

1) le equazioni della rette per P e parallela ad r; (x=1+t,y=2+t,z=-t)
ii) la distanza di P dar; (v2)
iii) le coordinate del punto P' simmetrico di P rispetto ad r. (P'(3, 0, 0)
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CAPITOLO VIII

ALCUNE SUPERFICIE NOTEVOLI

8.1 - Superficie sferica.
8.1.1 - L’equazione della superficie sferica.
La superficie sferica ¢ I’analogo nello spazio della circonferenza nel piano.

DEFINIZIONE 8.1.1 - La superficie sferica e il luogo dei punti P aventi distanza fissata r > 0
da un punto fisso C, detto centro: CP =r.

Se nello spazio ¢ dato un riferimento cartesiano ortogonale, fissato un numero reale positi-
vo r ed indicate con (a., B, 7) le coordinate di C, la condizione affinché un generico punto
P(x, y, z) appartenga alla superficie sferica ¢ espressa dall’equazione:

(x-a)+ (-’ +@-y'=r
sviluppando i calcoli I’equazione diventa:

X +y +7—20x-2By-2yz+85=0

cond=o+ B>+ -1

Si puo quindi dire che I’equazione della superficie sferica ¢ una equazione di secondo gra-
do in X, y, z con le condizioni:

- icoefficienti di x%, di y* e di z* sono eguali;

- 1 coefficienti di Xy, Xz, yz sono eguali a zero (cio¢ mancano tali termini).

Inoltre, affinché un’equazione del tipo x* + y* + z* + ax + by + cz + d = 0 rappresenti una

superficie sferica di centro C(a., B, y) con a = _2 ,B= _b Y= —% e raggio r, il numero

2 2
a) (bY (c)
P = (Ej +(E] +(Ej —d deve essere > 0.

ESEMPIO 8.1.1 - L’equazione 3x* + 3y” + 3z° — 2x + 5y — 21 = 0 rappresenta la superficie

sferica di centro C l,—é,O e raggio r = \/l+£+7= &
3 6 9 36 36

L’equazione 3x* + 3y* + 3z> — 2x + 5y + 21= 0 non rappresenta punti di reali in quanto il

. : 1 25 223 \
raggio rrisulta .|[—+——7 = .[-—— che non ¢ un numero reale.
9 36 36

Se il raggio ¢ zero, la superficie sferica si riduce al suo centro.

ESEMPIO 8.1.2 - x* +y* + 27 + 2x + 4y — 2z + 6 = 0 & ’equazione della superficie sferica di
centro C(—1, -2, 1) e raggio zero, il cui unico punto ¢ C stesso.

8.1.2 - Equazione del piano tangente alla superficie sferica.
Data la superficie sferica T di equazione x> + y* + z° — 2ax — 2Py — 2yz + & = 0 ed un suo
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punto Py(Xo, yo, Zo), 1l piano tangente in Py a Z ¢ il piano per Py perpendicolare alla retta
CPy.
Cofne parametri direttori della retta CPy possiamo assumere le componenti del vettore
Py—C=(x0—a, yo— B, zo—Y), quindi I’equazione del piano tangente risulta:

(X0 — o) (x =%0) + (Yo—PB) (y = yo) + (20— v) (z—20) = 0.
Sviluppando i calcoli si ottiene:

x0x+yoy+zzo—ocx—[3y—yz—x§ —yg —2(2) + axo + Byo + 720 =0

Poiché il punto Py appartiene alla superficie sferica, le sue coordinate ne soddisfano
I’equazione: Xé + y(z) + ZS —20x0 — 2PByo — 2yzo + 6 = 0 da cui:
—xé — y(z) — 2(2) + axo + Byo + yzo = & — axo — Byo — Yzo; 1’equazione del piano tangente si
puo allora scrivere: xox + yoy + 2oz — ax — By — yz + & — axo — Byo — yzo = 0, ovvero:

XoX + Yoy + ZoZ — a(X + Xo) — B(Y + Yo) —Y(z + 29) + 8= 0.

Questa formula si ottiene dall’equazione della superficie sferica con la regola degli sdop-
piamenti cio¢ “sdoppiando’” x” in XX, y* in ygy, Z° in zoz, 2X in X + Xo, 2y in y + yo,
27 1n z + z.

ESEMPIO 8.1.3 - Data la superficie sferica ¥ di equazione x*> +y* +z* —2x — 8z—3 =0-ed il

suo punto P(1, 2, 0), essendo C(1, 0, 4) il centro di X, I’equazione del piano tangente a X in
P si puo scrivere: Ix +2y—I(x+1)-0(y+2)-4(z+0)—3=0cioc:y—2z—-2=0.

8.1.3 - Fascio di superficie sferiche.

Date due superficie sferiche X; e X, di equazioni rispettivamente:
X x2+y2+22—20c1x—2[51y—2ylz+81=O
2t X2+ y? + 27 = 200X — 2Py — 2722 + 8, =0
consideriamo 1’equazione:

M+ y2 +77 - 20ux — 2By —2v1z+d)) + ]VL(X2 + y2 + 77— 200X — 2B2y —2v22z+82) =0
ottenuta come combinazione lineare delle equazioni di X; e X, con coefficienti reali A e p
non entrambi nulli.

Tale equazione si puo scrivere:

(1) A+ p) (C+Y +27) = 2(auh + cap)x — 2(BiA + B2y — 2(Yih + 12z + A8 + pudz = 0

e si hanno le seguenti possibilita:

- se le due superficie sferiche sono concentriche, cio¢ a; = o, B =2 € y1 =7y, anche la
(1) rappresenta, fissati due reali A e p, con A + p # 0, una superficie sferica ad esse con-
centrica.

La (1) rappresenta quindi, al variare di A e p (con A + p # 0), un insieme di infinite superfi-

cie sferiche concentriche detto fascio di superficie sferiche concentriche, la cui equazio-

ne si puo scrivere piu semplicemente come:

Xy + 72— 20ux — 2By — 271z + 8 =0 con & = (A8; + udy) / (A + p).

- se le due superficie sferiche non sono concentriche la (1) rappresenta, fissati due reali A e
i, (con A + p # 0), una superficie sferica che passa per gli eventuali punti comuni a Z; e
¥, (in quanto le coordinate di tali punti soddisfano le equazioni di X; e X, e quindi la (1)).

La (1) rappresenta quindi, al variare di A e it (con A + pu # 0), un insieme di infinite superfi-

cie sferiche detto fascio di superficie sferiche.

SeA+pu=01a(l)¢’equazione di un piano :
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2(0 — o)X +2(B1— B2y + 2(Y1—¥2)2— 81 + 6, =0

detto piano radicale che passa per gli eventuali punti comuni a X; e Z,. Poiché i punti co-
muni a due superficie sferiche secanti individuano una circonferenza, questa viene detta
circonferenza base del fascio in quanto tutte le superficie sferiche del fascio passano per
essa. Tale circonferenza appartiene al piano radicale.

E’ facile verificare che il piano radicale ¢ perpendicolare alla congiungente i centri di X, e
Y, e che tutti i centri delle superficie sferiche del fascio appartengono a tale congiungente
che si dice asse centrale del fascio.

Se le superficie sferiche X; e X, sono tangenti, il piano radicale passa per il punto di tan-
genza ed ¢ perpendicolare all’asse centrale: coincide quindi con il piano tangente comune a
21 € 22.

Ne segue che tutte le superficie sferiche tangenti ad una superficie sferica Z in un suo pun-
to P appartengono al fascio individuato da X e dal piano tangente a X in P.

Considerato un qualunque punto A dello spazio, non appartenente all’eventuale circonfe-
renza base, esiste sempre una ed una sola superficie sferica del fascio che passi per A: in-
fatti imponendo che le coordinate di A soddisfino la (1) si ottiene un’equazione di I° grado
in A e p e quindi un unico rapporto A/pu che individua la superficie cercata.

ESEMPIO 8.1.4 - Determinare 1’equazione della superficie sferica passante per 1’origine e
tangente alla superficie sferica ¥ di equazione x* + y* + z> — 2x — 8z — 3 = 0 nel suo punto
P(1, 2, 0).

Le superficie sferiche tangenti a  nel suo punto P(1, 2, 0) appartengono al fascio indivi-
duato da X e dal piano tangente a X in P (v. Esempio 8.1.3) ed hanno quindi equazione:
M +y+27—2x—8z-3)+u(y —2z—-2)=0.

In particolare la superficie sferica del fascio passante per 1’origine si ottiene scegliendo A e
p in modo che (0, 0, 0) soddisfi I’equazione; risulta —3A —2p = 0. Scegliendo A =2 e p=-3
1’equazione della superficie sferica cercata risulta: x* +y> + z* — 2x — 3y/2 — 52 =0,

8.1.4 - Potenza di un punto rispetto ad una superficie sferica.

DEFINIZIONE 8.1.2 - Si definisce potenza di un punto Py(xy, ys, z¢) rispetto alla superficie
sferica X di equazione: x> +y* + 2> —20x — 2Py — 2yz + & =0 il numero
X¢+ye+zt -20x0-280-2y0+ 6

cioé il valore, con segno che l’equazione di X assume in Py

La potenza ¢: un numero positivo se Py ¢ esterno alla superficie sferica;
un numero negativo se Py ¢ interno alla superficie sferica;
il numero zero se Py appartiene alla superficie sferica.
Consideriamo ora due superficie sferiche Z; e X, di equazioni rispettivamente:
Y Xy 2 —20ux - 2By — 2712+ 8, =0
o x*+ y2 +72 - 20X — 2PB2y — 272z + 8, = 0.
Un punto P(X, Y, Z) ha eguale potenza rispetto alle due superficie sferiche se:
X+Y + 2P 200X - 2B1Y —211Z + 81 = X2+ Y2 = 200X — 2B,Y — 272Z + &
cio¢ semplificando: 2(a; — o)X +2(B1 = B2)Y —2(y1—v2) Z -8, + 6, = 0.
che ¢ I’equazione del piano radicale, quindi: il piano radicale ¢ il luogo dei punti aventi
la stessa potenza rispetto alle due superficie sferiche.
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8.1.5 - La circonferenza nello spazio.

Nello spazio, la circonferenza é il luogo dei punti P di un piano r aventi distanza fissata r
da un punto fisso C di r, detto centro: CP =r.

Una circonferenza si pud quindi rappresentare nello spazio come intersezione del piano © e
di una superficie sferica X opportuna, ad esempio quella di centro C e raggio r.

Una circonferenza, nello spazio, si puod anche rappresentare come intersezione di due su-
perficie sferiche X, e X, aventi almeno un punto in comune, cio¢ come circonferenza base
del fascio individuato da X; e X,; la stessa circonferenza si puo rappresentare come interse-
zione di due qualunque altre superficie sferiche del fascio individuato da X; e X,, o da una
superficie sferica del fascio e dal piano radicale.

ESEMPIO 8.1.5 - La circonferenza del piano n: x +y = 0 avente centro in C(1, -1, 3) e rag-
gio 1 si puo rappresentare come intersezione del piano 7 con la superficie sferica di centro
. o . ~1)° 1)’ +(z-3)=1 (=
C e raggio 1 ed ha quindi equazioni: x=D7+ G+ +(z=3) ( ),
x+y=0 (n)
oppure come intersezione di due qualunque superficie sferiche del fascio, ad esempio X e
la superficie sferica X' ottenuta dall’equazione del fascio AX + pm = 0 scegliendo A = p = 1.

x-D)*+@Fy+D*+z-3)"=1 ()
x> +y?+72° —x+3y-62+10=0 (Z').

Quando Ia circonferenza ¢ data
come intersezione di due
superficie sferiche X e X', per
trovare il piano a cui appartie-
ne ¢ sufficiente trovare il piano
radicale ©t del fascio individua-
to da X e X', il suo centro ¢ il
punto di intersezione C, del
piano radicale con I’asse cen-
trale ed il suo raggio r si ricava
dal teorema di Pitagora come

r=4R*=(CC,)* dove Ced R

sono rispettivamente centro e
raggio di Z.

ESEMPIO 8.1.6 - La circonferenza di equazioni:
X2+y? 427 —x+2y-4=0 (2)
X2 +y +22-2x-3=0 (2
appartiene al piano radicale : (x> +y* + 22 —x + 2y —4) - (x> + Y + 2 —2x - 3) =0
cio¢: x +2y—1=0.
Il suo centro Cy ¢ I’intersezione del piano m con ’asse centrale. L’asse centrale ¢ la retta
2x=y+2
z=0 '

per il centro C (%, -1, Oj di X e perpendicolare a 7w ed ha quindi equazioni {
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x+2y-1=0
Risolvendo il sistema: z=0 siottiene Cy(1, 0, 0).
2x-y-2=0
Essendo (CCO)2 = 2 edR’= 2 risulta = 2 R 2.
4 4 4 4

8.2 - Rappresentazione di superficie e curve.

Abbiamo visto che un piano nello spazio si rappresenta con una equazione lineare in x,y,z:

ax +by+cz+d=0 con a, b, c non tutti nulli.

Una superficie si dice algebrica quando si puo rappresentare in coordinate cartesiane con

un’equazione algebrica F(x, y, z) = 0, dove F(x, y, z) € un polinomio in X, y, z a coefficien-

ti costanti.

I1 grado del polinomio F(x, y, z) che compare a primo membro si dice grado od ordine del

la superficie.

Le superficie algebriche del 1° ordine hanno equazione del tipo ax + by + cz+ d =0 e sono

dunque solo i piani.

Le superficie del 2° ordine vengono dette quadriche; ad esempio la superficie sferica ¢

una quadrica poiché la sua equazione ¢ un polinomio di secondo grado in X, y, z eguagliato

a zero.

Una superficie si pud anche rappresentare mediante equazioni parametriche del tipo:
x=x(u,v) y=yuv) z=zu,vV)

che esprimono le coordinate del punto in funzione di due parametri (u, v) che variano in

una certa regione di R%.

Abbiamo visto che una retta si puo rappresentare come intersezione di due piani oppure in
forma parametrica (v. § 7.2).
Una curva L dello spazio si puo rappresentare o come intersezione di due superficie

F(x,y,z)=0
G(x,y,2)=0

oppure come luogo descritto da un punto P = P(t) le cui coordinate cartesiane dipendono da
un parametro t, cio¢ mediante equazioni parametriche del tipo:

x=x(t) y=yt) z=z®1).

Un elemento importante nello studio delle curve ¢ il concetto di retta tangente in un punto.

DEFINIZIONE 8.2.1 - Si dice retta tangente alla curva L in Py = P(ty) la posizione limite, se
esiste, della retta per Py e per un punto P(t) al tendere di t a ty.

Quindi se la curva ¢ piana la retta tangente in un suo qualunque punto appartiene al piano
della curva; ad esempio le tangenti alla circonferenza data dall’intersezione di una sfera S
con un piano 1 devono stare su .

ESEMPIO 8.2.1 - Data la circonferenza o intersezione della superficie sferica X di equazione
x> +y +7°—2x -2y + 1 =0 con il piano 7 x — z = 0, la retta tangente a ¢ nel suo punto
P(1, 1, 1) ¢ la retta intersezione del piano © con il piano 7' tangente a X in P.
7' ha equazione z — 1 = 0 e la retta tangente ha equazionix—z=0,z—1=0.
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8.3 - Coni.
8.3.1 - Coni e funzioni omogenee.
DEFINIZIONE 8.3.1 - Si dice cono la superficie rigata dello spazio, generata dalle rette, det-

te generatrici, incidenti una curva, detta direttrice, e passanti per un punto fisso, detto ver-
tice.

ESEMPIO 8.3.1 - La superficie S di equazione xz — y> = 0 & un cono di vertice 1’origine.

Per dimostrarlo vediamo che se Py(xo, yo, Zo) € un punto di S, la retta OP, ¢ contenuta in S:
cio¢ il generico punto P(t) della retta OPy (che ha coordinate (Xot, yot, zot)) appartiene alla
superficie S.

Infatti sostituendo le coordinate del punto nell’equazione di S si ottiene: t*xozo — (tyo)> = 0
ossia t*[Xozo — (Y0)’] = 0 che & un’identita per qualunque valore di t in quanto risulta:

X0Zo — (yo)2 =0 essendo Py un punto di S.

DEFINIZIONE 8.3.2 - Una funzione f(x, y, z) si dice omogenea di grado k se, per ogni t, x, ,
z risulta f(tx, ty, tg) = ¢ fx 3, 7).

ESEMPIO 8.3.2 - f(x, y, z) = 2x° — 4xz + y* ¢ una funzione omogenea, g(x, y, z) = X' — yz
non lo ¢.

Con la stessa tecnica usata nell’esempio 6.3.1, si prova la:

PROPRIETA 8.3.1 - Se f ¢ una funzione omogenea nelle variabili x —a, y — b, z — ¢, ['equa-
zione

ftx—a,y—b,z—c)=10

rappresenta un cono con vertice in V(a, b, c).

ESEMPIO 8.3.3 - (x — 1) — (x — Dy-2)+(z— 1)>=0 ¢&un cono con vertice V(1, 2, 1).

8.3.2 - Rappresentazione di un cono.

Esaminiamo alcuni casi particolari.
1) Se la direttrice L ¢ descritta dal punto Q(x(u), y(u), z(u)) e il vertice ¢ V(a, b, c), il ge-
nerico punto P del cono ¢ un punto della retta VQ quindi:
P-V=v(Q-V)
da cui si ottengono le equazioni parametriche del cono:
x=a+v(x(u)—a)

y=b+ v(y(u)—-b).
z=c+v(z(u)—c)

Le linee u = costante sono rette.
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Le linee v = costante sono direttrici, ad eccezione di v = 0 che si riduce al vertice.

Per avere I’equazione cartesiana del cono occorre eliminare dalle espressioni precedenti 1
parametri u e v, cosa a volte difficile od impossibile.

ESEMPIO 8.3.4 - Trovare le equazioni parametriche del cono di vertice V(1, 1, 2) e direttri-

ceL:xzu,yZI—uZ,z=u3.

x=1+v(u-1)
Applicando la formula si ottiene: | ¥ ~ 1-vu )
z=2+ V(u3 -2)

i1) Se la curva direttrice L ¢ data come intersezione di due superficie F(x, y, z) = 0,
G(x,y, z) = 0 un punto P(x, y, z) sta sul cono di vertice V(a, b, ¢) se e solo se appartiene al-
la retta VP dove Py € un punto che varia su L e quindi ne soddisfa le equazioni:

(x =a+t(x, —a)
y=b+t(y, —b)
1z=c+1t(zy—c¢)
F(X¢,Y9,29) =0
(G(X5Y9529) =0

Per avere 1’equazione cartesiana del cono occorre eliminare t, X, yo, Zo fra le precedenti
cinque equazioni.

Un cono puo anche essere definito senza assegnare esplicitamente la direttrice: ad esempio
come cono tangente ad una sfera e di vertice assegnato.

ESEMPIO 8.3.5 - Determinare I’equazione cartesiana del cono di vertice V(0, 0, 3) e tangen-
te alla sfera S: x> + y> + z> = 1. Si considera la retta generica per V: x =1It, y =mt, z= 3+ nt
e si impone che abbia due intersezioni coincidenti con S.

L’equazione risolvente del sistema ¢: (I + m? + n®) * + 6nt + 8 = 0 che ha due radici coin-
cidenti se 9n® — 8(1* + m” + n?) = 0 ossia 81* + 8m’ — n” = 0, per cui ’equazione cartesiana
del cono ¢ 8(x* + y2) —(z=-3)*=0.

8.4 - Cilindri.

DEFINIZIONE 8.4.1 - Si dice cilindro la superficie rigata dello spazio, generata dalle rette,
dette generatrici, incidenti una curva, detta direttrice, e parallele ad una direzione fissa.
Se la direzione ¢ data dal vettore v = li + mj + nk e la direttrice L ¢ descritta dal punto Q di
coordinate (x(u), y(u), z(u)), il cilindro ¢ I’unione di tutte le rette parallele a v che interse-
cano L. Queste rette hanno equazione vettoriale P = Q (u) + t v dove Q(u) € L.
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ESEMPIO 8.4.1 - Determinare 1’equazione del cilindro avente direttrice L: x =u, y = cosu,

z=u’ e generatrici parallele al vettore v =i — 3j + k.

La generica retta passante per un punto di L e parallela a v ha equazioni parametriche
X=u+t

y=cosu—3t, conuete Requindi queste sono le equazioni parametriche del cilindro.

Z=u2+t

Il cilindro si presenta facilmente in forma parametrica, ma non sempre ¢ facile eliminare 1

due parametri.

Se la direzione ¢ data dal vettore v = li + mj + nk e la direttrice L ¢ data come intersezione

di due superficie f(x, y, z) = g(x, y, z) = 0 un punto P sta sul cilindro se e solo se:
P=Q+tv ove Q stasu L.

Le equazioni parametriche del cilindro si ottengono quindi scrivendo le equazioni parame-

triche della retta per Q(Xo, Yo, o) € parallela a v ed imponendo che Q stia su L cio¢ sulle

due superficie che individuano L:

X=X, +It
Y=Y, +tmt
z=12,+nt

f(x9,¥9,29) =0
g(X(,Y0s2Zg) =0

L’equazione cartesiana del cilindro si ottiene eliminando xo, yo, Zo, t dalle cinque equazio-
ni, ma cid non sempre ¢ possibile.

ESEMPIO 8.4.2 - Determinare 1’equazione del cilindro avente come direttrice la curva L di
equazioni x = 0, x> — xy + y* — 3z = 0 e generatrici parallele al vettore v =i — j + 2k.

X =Xg+t

y=Yyo -t

z=7p+2t da cui si ottiene x* + 2xy +y> + 3(2x — z) = 0.

X0 = 0

2 2
X0 ~X0Yo + Y0 —320=0

Consideriamo ora il caso particolare dei cilindri paralleli ad uno degli assi coordinati.

TEOREMA 8.4.1 - Se f(x, y) = 0 rappresenta é l’equazione di una curva L del piano x, y la
stessa equazione

fix,y)=0
rappresenta nello spazio un cilindro di direttrice L e con le generatrici parallele all’asse z.

Quindi considerata una linea L data da f(x, y, z) = g(x, y, z) = 0 se si elimina una variabile
(per esempio z) fra le due equazioni si ottiene (ad esempio h(x, y) = 0) I’equazione del ci-
lindro che proietta L secondo la direzione dell’asse corrispondente alla variabile eliminata
(in questo caso z), mentre la stessa equazione rappresenta la curva proiezione di L sul pia-
no coordinato delle variabili rimanenti (in questo caso X, y).

Se la curva L ¢ una circonferenza il cilindro si dice circolare.
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8.5 - Superficie di rotazione.
8.5.1 - Generalita sulle superficie di rotazione.

DEFINIZIONE 8.5.1 - Si dice rotonda o di rotazione ogni superficie generata da una linea L
di forma invariabile che ruota attorno ad una retta detta asse della superficie. Ogni punto
della linea genera un cerchio detto parallelo, contenuto in un piano perpendicolare
all’asse e con il centro sull asse.

1 piani passanti per [’asse incontrano la superficie secondo linee tutte congruenti fra loro,
simmetriche rispetto all’asse, dette meridiani. 7

ESEMPIO 8.5.1 - Determinare la superficie di rota-
x=1

zione attorno all’asse z della retta r: { .
y=2z

Sia P(1, 2t, t) il punto generico dir.

Il piano © per P ortogonale all’asse z ha equazio-

nez=t.

La circonferenza o del piano 1 che passa per P ed

ha centro sull’asse z, si pud scrivere come inter-

sezione di 7 con la sfera di centro ’origine e rag-

z=t
gio OP: .
{x2+y2+22:1+4t2+t2

Eliminando t si ottiene 1’equazione cartesiana della superficie: x* + y*> — 4z = 1 (iperboloi-
de rotondo ad una falda).

ESEMPIO 8.5.2 - Determinare la superficie di rotazione della rettas: x +2z—-5=y—-z=0
attorno allarettas;: x—z+1=y—-2=0.

In questo caso le rette non sono ortogonali e sono incidenti in V(1, 2, 2) si avra un cono.
L’equazione cartesiana & 5x> — y* + 52> + 12xz — 34x + 4y — 32z + 45 =0

ESEMPIO 8.5.3 - Supponiamo ora di dover determinare la superficie S di rotazione tale che

I’asse coincida con 1’asse z e tale che la linea L stia sul piano xz, ossia sia rappresentata
L f(x,2)=0

dalle equazioni . z
y=0

Un punto P(X, 0, Z) di L descrive il cerchio del

piano z = Z, di centro C(0, 0, Z) e raggio PC = X

2, .2 2 _ 2 2, 2 _~2
X“+y +(z-2) =X ossia 4 % +y =X .
z=7 z=7

Tenuto conto che il punto P che descrive S ha le
coordinate che soddisfano 1’equazione f(X, Z) =0
I’equazione di S si ottiene eliminando X e Z fra le
precedenti e f(X, Z) = 0: X

f (iw/xz +y?2, z) =0
ossia si ottiene da f(x, z) = 0 tenendo fissa z e sostituendo x con + /x* +y?> .
Risultato analogo vale per una qualsiasi superficie ottenuta per rotazione attorno ad un asse

Dipartimento di Matematica



94 Capitolo 8 — Alcune Superficie Notevoli

coordinato di una curva appartenente ad un piano coordinato contenente tale asse.

ESEMPIO 8.5.4 - Come caso particolare del precedente consideriamo una circonferenza che

ruoti attorno ad una retta che non ne sia diametro. Esso genera una superficie detta toro, di

forma anulare se I’asse ¢ esterno alla circonferenza.

Supponiamo che 1’asse di rotazione sia I’asse z e che ’equazione della circonferenza sul
. . y=0

piano xz sia: (x— 2)2 B y2 R

L’equazione di questo toro risulta quindi:

(iwlxz +y? —2)2 +77=1
ed eliminando la radice si ottiene
X2+ v+ 22+ 37 =16(x" +y7).
Il toro ¢ dunque una superficie algebrica
del 4° ordine.

8.5.2 - Esempi di superficie di rotazione che sono quadriche.

Con il metodo usato nell’Esempio 8.5.3 troviamo 1’equazione della superficie facendo ruo-
tare attorno all’asse z la curva C nei vari casi:

A

z

C
) x—hz=0 o

1) Sia C o (h # 0) una retta incidente

y I’asse z nell’origine, la superficie di rotazione ¢
= uncono di equazione x> +y* —h’z*=0.
X
) x=h
2)Sia C { (h # 0) una retta parallela all’asse z;

la superficie di rotazione: x> + y* = h” & un cilindro
rotondo di raggio h.

A A S KN S i A
\
-
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2 2 z A
: Yz _ . L C
3)Sia C {52 " 12 un’ellisse, la superficie di
x=0
: X2 y2 72 .
rotazione ¢ — +-—=+— =1 caso particolare
2 2 2
a a~ b }
%
) e . . x2 y2 7’ 2
dell’ellissoide a punti reali — +-—+—=1.
a’? b?

Sea=0>
I’origine e raggio a.

V4

A

¢ Dellissoide ¢ una sfera di centro

2 2
y z _

4) Sia C 4,2 2~ un’iperbole; la superfi-

x=0

2 2 2

cie di rotazione ¢ X—z + y—z ~Z iperboloide

a®~ a“ b
rotondo ad una falda, caso particolare del-

2 2 2
I’iperboloide ad una falda X—z + y—z - 2—2 =1.
a® b” ¢

2 2
zy
5) Sia C 1,2 2~ un’iperbole che ha co-
x=0
me asse trasverso I’asse z; la superficie di rota-
Z2 XZ " 2
zione ¢ —5 - 72}] =1, caso particolare del-
a b
2 2 2
I’iperboloide a due falde — X2 - y—z + 2—2 =1.
a c
‘N
: y2 =2pz .
il 6) Sia C 0 una parabola del piano
X =
yz; la superficie di rotazione ¢ x* + y* = 2pz,
caso particolare del paraboloide ellittico
2 2
Xy
—+——-2z=0.
a’ b’
y
=
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OSSERVAZIONE - Le equazioni polinomiali di secondo grado a punti reali possono rappre-
sentare varii luoghi geometrici:

0) due piani;

1) cono;

2) cilindro;

3) ellissoide;

4) iperboloide ad una falda;

5) iperboloide a due falde;

6) paraboloide ellittico; A z

7) paraboloide iperbolico. ‘ﬁ
)
A
LN

. Sy . X2 yZ ...é
Solo il paraboloide iperbolico — —5—22=0 7
a b i

M
)
i

st

LoV ﬁlﬁ!&;ﬁ"ﬁ;\.&\ o
iWEaRIEa gy S 3
PAPAC A

non ¢ mai una superficie di rotazione. Per la sua R
_" Ao -i‘."“
4ﬂ|&17!4ﬂl’4.!4!251‘i;i," )

particolare forma viene anche detto paraboloide
a sella.

8.6 - Esercizi proposti.

VIII.1 - Determinare 1’equazione della superficie sferica di centro C(1, -2, —2) e tangente
al pianox —z + 1 =0. (P +y + 22— 2x+4y +4z+1=0)

VIIIL.2 - Determinare I’equazione della superficie sferica di centro C(1, —2, —2) e tangente
allarettax =y = z. (X +y +22-2x+4y +4z+3=0)

VIIL3 - Data la superficie sferica di equazione x> + y*> + z * — 2x + 4y + 3 = 0, determinare
I’equazione del piano tangente nel suo punto P(2, -1, 0).

VIIL4 - Considerate la superficie sferica di equazione x* + y* +z* — 2z — 3 =0 ¢ la retta di
equazioni: x— 1=y —-2=0:
1) verificare che la retta ¢ esterna alla superficie sferica;
i1) scrivere I’equazione dei piani passanti per la retta e tangenti alla superficie sferica.
(y =2, 4x + 3y — 10 = 0)

VIIL.5 - Determinare I’equazione della superficie sferica passante per i punti A(4, 2, 3) e
B(-1, -2, 2) ed avente centro sulla retta x =y = z. (C+y +22-2x-2y—-2z—11=0)

VIIL6 - Data la superficie sferica ¥ di equazione x* +y* + z> + x — 2y — z — 7 = 0 determi-
nare 1’equazione della retta tangente a £ nel suo punto P(1, —1, 2) e perpendicolare alla ret-
ta x—z=2y+z-3=0. x=1+t,y=—1,z=2—1%)

VIII.7 - Determinare I’equazione dei piani paralleli all’asse z, alla retta di equazioni:

X +y+z=y-z=0 e tangenti alla superficie sferica di equazione x* + y* + z* — 2y = 0.
(x+2y—2= /5 =0)
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VIIIL.8 - Determinare I'equazione della superficie sferica tangente al piano x +y + 2z —4=0
nel suo punto P(2, 0, 1) ed inoltre soddisfacente ad una delle due condizioni:

i) passante per il punto A(1, 1, 0); (2x* +2y* 277 — 5x + 3y + 22 -2 =0)
ii) avente centro sul pianox +y +z+1=0. (X +y +22 —2x+2y+22-3=0)

VIIL.9 - Determinare I’equazione della superficie sferica passante per la circonferenza in-
tersezione del piano: 2x —y +z — 2 = 0 con la superf. sferica: x> +y> +z° —2x + 4y +3=0
e per Iorigine. (2x* +2y* + 27 + 2x + 5y + 32 =0)

VIII.10 - Determinare centro e raggio della circonferenza intersezione della superficie sfe-
ricax’+y*+z"—x+z—-3=0conil pianox—y—z+2=0. (C(-1/2,1,172), 1= 2 /2)

VIIL11 - Data la superficie sferica 3: x* + y* + z* — 9 = 0 ed il suo punto V(1, 242, 0) de-
terminare le equazioni dei piani perpendicolari alla congiungente il centro della superficie

sferica con V e che intersechino X in una circonferenza di raggio r = 5

{x+2\/5yi3\/23_5=0]

VIII.12 - Dati i punti A(2, 0, 0), B(3, 2, 1), C(-2, 1, 1), scrivere le equazioni della circon-
ferenza circoscritta al triangolo ABC. (X+y +7—4y+22-4=0ex+y+3z-2=0)

. 2x—y+3z+5=0 X+2y—-1=0
VIII.13 - Dati il punto A(3,-3, 1) e le rette r: ed s:

3y—-z-2=0
1)  determinare 1’equazione del piano p passante per A e parallelo ad r e ad s;
2x+ty+z-4=0)
ii) determinare 1’equazione della superficie sferica tangente al piano p in A ed avente
centro sul piano xy. X +y +7 -2x+8y+11=0)

X—-y+2z=0

VIII.14 - Determinare le equazioni della circonferenza del piano z + 1 = 0, di centro

Q(2, 3, 1) e raggio r =3 ; determinare inoltre le equazioni delle superficie sferiche pas-
santi per la circonferenza e tangenti alla rettax =y -3 =0

VIIL15 - Date le superficie sferiche &,: x> +y*+ 2 — 1 =0, 5, X"+ y> + 2 —4x — 4y +4=0
studiare il loro fascio determinando piano radicale, asse centrale e circonferenza base.

Scrivere 1’equazione del cono con vertice nell’origine e direttrice la circonferenza base del
fascio. (9x* + 9y* + 257° — 32xy = 0)

VIIIL.16 - Determinare 1’equazione del cilindro circoscritto alla superficie sferica di equa-
zione x* + y* + 2> = | avente generatrici parallele alla direzione (1, -1, 0).

(X +y*+27° +2xy =2)
Studiare la curva sezione di tale cilindro con il piano x = 0. (ellisse y*/2 + 2> = 1)

VIII.17 - Determinare 1’equazione della superficie di rotazione generata ruotando la retta
r:z—1=2y—x=0attorno allarettas: x=2t,y=t, z=0. (x> +4y* + 522 —4xy —5=0)

VIII.18 - Determinare 1’equazione della superficie sferica X tangente nel punto P(—1, 0, 0)

al piano 2x + y — 2z + 2 =0 ed avente il centro sul pianoy +z+ 1 =0.
(C+y +22—2x—2y+4z—3=0)
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VIIIL.19 - Determinare I’equazione del cilindro avente come direttrice la circonferenza se-
zione della superficie sferica S di equazione x* + y* + z* — 2x — 2y + 4z — 3 = 0 con il piano
y = 1 ed avente generatrici parallele all’asse y. (X +22—2x+4z—4=0)

VIIL20 - Considerata la circonferenza C di equazioni x* +y> +z> — 8x + 15 =0, z= 0 de-
terminare I’equazione della superficie ottenuta dalla rotazione completa di C attorno al-
I’asse y. (P +y + 2+ 157 =64(x>+ 7))

VIIL.21 - Determinare I’equazione della superficie rigata avente vertice V(0, 0, 0) e come
direttrice la curva C di equazioni x>+ y2 +27°=20,z=2. (X +y* —422=0)
Calcolare il volume del cono elementare di vertice V e base C. (32m/3)

VIII.22 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico ¢ data la

2x—-y=0

retta r di equazioni { . Scrivere 1’equazione del cono generato dalla rotazione

3x-z+3=0
di r attorno all’asse z. (9x* +9y* = 5(z—3)*=0)

VIIIL.23 - Determinare 1’equazione cartesiana del cilindro avente come direttrice la circon-
ferenza di equazioni: x = 0, x° + y* + z° = 16 ¢ generatrici parallele allarettax —y + 1 =0,
z=2. (—x+y)y*+2’=16)

VIII.24 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico ¢ data la
curva L di equazioni x =t>, y =2 —t, z= 1 + 2t. Scrivere I’equazione del cono di vertice
V (0, 0, 2) e direttrice L. (BxQy+z—-2)=(y+2z—4))

VIII.25 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico determi-
nare le equazioni del cono X di vertice V(1, 2, 2) e direttrice la parabola y di equazioni
z=1
5 ) (Qz—y—-2Y=4(z-2)(z-x-1))
y~ =4x
VIII.26 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico sono da-
te le superficie sferiche di equazioni rispettivamente X;: x* + y* + z> — 8x — 2z — 8 = 0,

¥y x> +y* +7° — 7x — 2y — 5 = 0. Determinare:
1) I’ equazione del piano radicale del fascio da loro individuato e verificare che tale pia-

no ¢ secante le due superficie sferiche; (x—2y+2z+3=0)
11) centro e raggio della circonferenza intersezione; (C(3,2,-1),r=4)
ii1) 1’equazione del cilindro circoscritto alla superficie sferica X; ed avente generatrici pa-
rallele al vettore k. x> +y* - 8x—9=0)
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CAPITOLO IX

CONICHE

9.1 - Coordinate omogenee nel piano proiettivo.

Per studiare le coniche come curve algebriche del secondo ordine (v. Definizione 6.1.2) ¢
opportuno ampliare il piano cartesiano con la retta all’infinito, definendo il piano proietti-
vo.

Nell’insieme I = R — {(0, 0, 0)} delle terne non nulle di numeri reali consideriamo la se-
guente relazione di equivalenza:

(X1, X2, X3) 0 (Y1, Y2, ¥3) < AL # 0 tale che y;=Ax; (i=1, 2, 3).

Ad esempio la terna (1, 2, —1) ¢ in relazione con la terna (-3, — 6, 3), ma non con la terna
(-3,6,1).

Costruiamo poi I’'insieme quoziente I/c ed indichiamo la generica classe di equivalenza di
I/ con {(x1, X2, X3)}.

Osserviamo che se per un elemento (x;, X2, X3) di una classe di equivalenza si ha x3 = 0, per
ogni altra terna di tale classe la terza componente ¢ zero, poiché ys; = Axs.

Consideriamo poi il sottoinsieme I* contenuto in I/c formato dalle classi di equivalenza in
cui x3 # 0 e stabiliamo una corrispondenza fra I* ed R? nel seguente modo:

o: I* > R?

(X1, X, X3) ) > (ﬁﬁj

X3 X3
Valgono le proprieta:
- ¢ ¢ ben definita:
infatti se (y1, y2, y3) © (X1, X2, X3) si ha y; = AXy, y2 = AX2, y3 = Ax3 dunque

b (11 y2 Y = (y—y—] - ["i"iJ - [X—X—] = 0({(x1, %2, X)),
Ys Y3 AXy AXy X3 X3
- ¢ ¢ suriettiva:
infatti considerato (x, y) € R? si ha ¢({(x,y, )}) = (x, y).
- ¢ ¢ iniettiva:
se ({(x1, X2, X3)}) = ¢({(y1. y2, y»)}) allora L = 2L ¢ 22 = 22
X3 Y3 X3 Y3

quindi x3 = kys, X; = ky, X = kys (con k # 0) ossia {(xi, X2, X3)} = {(Y1, Y2, ¥3)}-
La corrispondenza ¢ & quindi biunivoca, ogni punto (x, y) di R* pud essere rappresentato
con una terna di numeri (X, X2, X3) tali che:

ﬁ=x ﬁzy con x3 = 0.

X3 X3
Se il punto P(x, y) appartiene alla retta

r:ax+by+c=0

) X X ) )
tutte le terne (X, X2, X3) tali che =g, 22 = y, (x3 # 0) verificano 1’equazione
X3 X3
(1) ax; + bxy +¢cx3 = 0.
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DEFINIZIONE 9.1.1 - L insieme quoziente I/ si dice piano proiettivo o piano ampliato.
Si dice punto del piano ampliato ogni classe di equivalenza, elemento di I/c e retta am-
pliata 'insieme degli elementi di I/o che soddisfano la (1).

Ad esempio (2, -3, 2) ¢ un punto della retta x; + 2x, + 2x3 = 0 perché sostituendo 2A ad x;,

-3\ ad x5 e 2A ad x3 si ottiene un’identita.

Vediamo ora che esistono elementi di I/c che non stanno in I* e che soddisfano la (1), tali

elementi vengono detti punti impropri o punti all’infinito.

Osserviamo che:

- se la terna (a, B, 0) soddisfa la (1) , anche la terna (Ao, AP, 0) la soddisfa;

- dato che a e b non sono entrambi nulli, esiste una terna con x3 = 0 che soddisfa la (1): ¢ il
punto (b, —a, 0);

- tale punto ¢ comune a tutte le rette parallele alla retta r;

- ¢ I’'unico punto improprio di r.

X b
o ax; +bx, +cx; =0 [ax,+bx, =0 o L=
Infatti si ha: ; supposto a # 0 si ricava 4 X, a per

cui tutte le soluzioni del sistema sono del tipo k[—h, 1 Oj ossia A(b, —a, 0) ¢ I'unico pun-
a

to improprio di r.
Quindi: ogni retta ampliata contiene un unico punto improprio che e comune a tutte le sue
parallele.

ESEMPIO 9.1.1 - Leretter: x —2y + 2 =0 ed r': x — 2y + 7 = 0 hanno in comune il punto al-
l'infinito P ,= (2, 1, 0).

Infatti passando a coordinate omogenee il punto comune alle due rette ¢ soluzione del si-
X —2X, +2x3=0 X, —2X, +2x5;=0 X, =2X,

stema : .
X —2X,+7x3=0 5x3=0 X;=0

Vediamo alcuni casi particolari di rette:

x; =0 ¢ soddisfatta da tutti i punti del tipo (0, A, p); il suo punto improprio ¢ (0, 1, 0);
x, =0 ¢ soddisfatta da tutti i punti del tipo (A, 0, p); il suo punto improprio ¢ (1, 0, 0);
x3 =0 ¢ soddisfatta da tutti 1 punti del tipo (A, p, 0); tutti 1 suoi punti sono impropri.

Osserviamo che ogni punto improprio sta su una retta propria, sulle sue parallele e sulla
retta impropria.

ESEmPIO 9.1.2 - (a, B, 0) appartiene alla retta propria Bx; — ax, = 0, alle sue parallele
Bx; — oxy + cx3 = 0 ed alla retta impropria x3 = 0.

Vediamo ora altri esempi di punti impropri.

X —X -V - . : X; — XX
ESEMPIO 9.1.3 - La retta | 0 — Y7 Y0 iy coordinate omogenee diventa ~1—~0%3 —
m
X, =YX e . . S . o
= X2 7 Yo¥Xs quindi il suo unico punto improprio ¢ (I, m, 0), come facilmente si verifica.
m

ESEMPIO 9.1.4 - Per determinare i punti impropri della circonferenza x> + y> = 1 occorre
passare in coordinate omogenee:
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X7+ X5 = X3 Xi+x3=0 X, = *iX,
Si ottengono due punti impropri immaginari (1, £ i, 0) detti punti ciclici.
Tali punti sono i punti impropri delle due rette immaginarie dette rette isotrope, ciascuna
delle quali ¢ perpendicolare a se stessa, di equazioni: x +iy=0ex —1y = 0.
Le coordinate dei punti ciclici soddisfano 1’equazione di qualunque circonferenza, quindi
ogni circonferenza del piano passa per 1 punti ciclici.

2 2
. . . . . X
ESEMPIO 9.1.5 - Per determinare i punti impropri dell’iperbole —-— y—2 =1 occorre passare
a
2 L2
X _X_ 2 —+2
in coordinate omogenee. a2 b b ‘.
X3 = 0 X3 = 0

Si ottengono due punti reali distinti (a, b, 0), (a, —b, 0), quindi la retta impropria ¢ secante
I’iperbole. I punti impropri dell’iperbole vengono detti direzioni asintotiche.

Procedendo in modo analogo si vede che la retta all’infinito ha in comune con I’ellisse due
punti immaginari ossia ¢ esterna all’ellisse.

Intersecando la retta all’infinito con la parabola y* = 2px, (che ha equazione omogenea

x% =2px;x3) si ottengono due punti reali coincidenti (1, 0, 0) ossia la retta all’infinito ¢
tangente alla parabola.

9.2 - Classificazione delle coniche.

Ricordiamo (v. Definizione 6.1.2) che si dice conica I’insieme C dei punti del piano (x, y)
soddisfacenti ad una equazione algebrica di II° grado in x, y:

(2) f(X, y) = a; x> + 2ap,Xy + any” + 2a53x + 2a3y + a33 = 0.

Se consideriamo il piano proiettivo, I’equazione della conica in coordinate omogenee di-
venta:

— 2 2 2 _
3) f(x1, X2, X3) = agg X+ 2a12X1X2 + a22X > T 2a13X1X3 + 2a53X,X3 + a;x; = 0.

DEFINIZIONE 9.2.1 - Si dice punto doppio della conica C un punto P(x,, x,, x3) di C le cui
coordinate sono soluzioni del sistema (le cui equazioni sono le derivate parziali della (3)
rispettivamente rispetto ad x;, x, x3, divise per due ed eguagliate a zero):

a3 X +a,y X, +233X3=0

Poiché si ricava facilmente che
f(x1,X2,X3) = X1(a11X1 + apXa + aix3)+xa(anx; + anx, + axxs)+xs(a;zxs + axsxs + azsxz)=0
I’eventuale punto soluzione del sistema ¢ un punto della conica.

Il determinante dei coefficienti del sistema ¢&:
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A=la;, a ay

e viene detto discriminante della conica.

Ricordando la teoria dei sistemi si ha che:

- se A #0, il sistema ha solo la soluzione nulla x; = X, = x3 = 0 che non rappresenta nes-
sun punto del piano ampliato, quindi la conica non ha punti doppi e si dice non degene-
re;

- se A =0 il sistema ha soluzioni non nulle, la conica ha almeno un punto doppio Py, si
spezza nel prodotto di due rette e si dice degenere.

Una conica si dice:

- semplicemente degenere se ¢ composta da due rette distinte e incidenti;
- doppiamente degenere se ¢ composta da due rette coincidenti.

Per illustrare quanto detto vediamo i seguenti esempi:

ESEMPIO 9.2.1 - Data la conica: x* + 3xy + 2y* — 4x — 4y = 0 verificare che & composta da
due rette distinte ed incidenti e che Py (-4, 4) ¢ punto doppio.

Poich¢ A = 0 ed Az = I il sistema (4) in coordinate non omogenee si scrive:

x+3y/2-2=0
3x/2+2y—-2=0. Tale sistema ammette solo la soluzione Py(—4, 4).
-2x-2y=0
Intersechiamo la generica retta per Py {:’ - ::_-;:: con la conica. L’equazione risolvente

del sistema formato dalle equazioni della retta e della conica & (1> + 3lm + 2m?*)t* = 0.

.1 1 . . e
Se I* + 3lm + 2m” = 0 ossia — = —2 oppure — = —1 1’equazione risolvente & un’identita e
m m

sono le rette in cui si spezza la conica.

{X=—4—2t {x=—4—t
le rette 1y 5

y=4+t y=4+t

Se > + 3 Im + 2 m” # 0 allora t* = 0, ossia ogni retta diversa da r, ed r, interseca la conica
solo in Py in cui ci sono due intersezioni coincidenti.

ESEMPIO 9.2.2 - Data la conica: x> + 2xy + y* — 2x — 2y + 1 = 0 verificare che & doppia-
mente degenere.
x+y-1=0
Il sistema (4) in coordinate non omogenee si scrive: § X+y—1=0.
-Xx-y+1=0
Tale sistema ammette infinite soluzioni: tutti 1 punti della retta x + y — 1 = 0 sono punti
doppi ossia la conica ¢ doppiamente degenere ¢ la sua equazione diventa (x +y — 1)* = 0.

DEFINIZIONE 9.2.2 - Una conica C si dice:

- di tipo ellittico se non ha punti all’infinito, cioe la retta impropria non interseca C;

- di tipo parabolico se ha un solo punto all infinito, cioé la retta impropria e tangente a C;
- di tipo iperbolico se ha due punti distinti all’infinito, cioé la retta impropria e secante a C.
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Per determinare i punti di intersezione tra la conica e la retta impropria si deve risolvere il
x3=0

f(x,%X,,%X5)=0

. . x;=0
sistema: e, sostituendo,

2 2 A
a;X] +2a,X,X, +a,,X; =0

. . . A 2
L’equazione di secondo grado ha come discriminante Z =aj, —ajan.

Il sistema: - ha due soluzioni reali distinte se A>0;
- ha due soluzioni reali coincidenti se A =0;
- non ha soluzioni reali se A<O.
. A 2 <1 . a11 312 N
Si osserva che — =a |, — ajjaz € "opposto del minore Azz = dell’elemento ass3
4 12 a a
12 An

del determinante A, quindi:

- la conica ¢ di tipo iperbolico se A33 <0;
- la conica ¢ di tipo parabolico se A3;;=0;
- la conica e di tipo ellittico se Azz3 > 0.

DEFINIZIONE 9.2.3 - Una conica non degenere ed a punti reali si dice iperbole, parabola,
ellisse, a seconda che sia di tipo iperbolico, parabolico, ellittico.

OSSERVAZIONE 1 - Ricordando I’Esempio 9.1.5 la definizione ora data ¢ coerente con i
nomi delle coniche ottenute come luoghi di punti.

OSSERVAZIONE 2 - Abbiamo detto che una conica ¢ di tipo parabolico se As3 = 0. Tale con-
dizione implica che il complesso dei termini di secondo grado dell’equazione (3) sia un
quadrato; si puo allora porre a;; = az, Ay = b’ e aj;p = ab e la conica si puo scrivere nella
forma:

(ax1 + bX2)2 + 2a;13x1X3 + 2a3X0X3 + a33X§ =0
ed il punto improprio della conica ha coordinate (—b, a, 0).

ESEMPIO 9.2.3 - Determinare il tipo della conica: 2x% + y2 -3x+y-5=0.

2 0 -3/2
Calcoliamo A=| 0 1 1/2 | =-10- o 1. .5l # 0 quindi la conica € non
-3/2 1/2 =5 +2 4
degenere. Per determinarne il tipo calcoliamo As; = ‘0 O‘ =2>0.

1
La conica ¢ di tipo ellittico, quindi ¢ un’ellisse.

ESEMPIO 9.2.4 - Determinare il tipo della conica: 2x% + Xy — y2 +x+y—-3=0.

2 1/2 1/2 Do 5
Calcoliamo A= |1/2 -1 1/2 =6+—+—+———+§=—7¢Oquindilaconica
8 8 4 2 4 4
1/2 1/2 -3

2 1/2
¢ non degenere. Per determinarne il tipo calcoliamo Ajs :‘ 12 : ‘: -2 ! 0

La conica ¢ di tipo iperbolico, quindi ¢ un’iperbole.
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ESEMPIO 9.2.5 - Determinare il tipo della conica: x> — 2xy + y* + 2x + 2y = 0.

1 -1 1
Calcoliamo A=|-1 1 1|=-1-1-1-1=-4%0 quindi la conica ¢ non degenere.
1 1 0
) o ) 1 -1
Per determinarne il tipo calcoliamo Aj; = : . =1-1=0.

La conica ¢ di tipo parabolico, quindi ¢ una parabola.
Notiamo che, come osservato prima, il complesso dei termini di secondo grado ¢ un qua-
drato (x — y)~.

ESEMPIO 9.2.6 - Verificare che la seguente conica: x> + xy — 2y” + x + 2y = 0 & degenere ¢
si spezza in due rette.

Poiché A =0 ed Aj3 <0 si tratta di una conica degenere di tipo iperbolico. Per ricavarne le
componenti si riscrive I’equazione nella forma: x> + x(y + 1) — 2y* + 2y = 0.

Tale equazione di secondo grado in x ha discriminante (y + 1) + 8y> — 8y =9y’ — 6y + 1 =
~(y+D£@y-1
2

che la conica si spezza nelle rette: x —y+1=0 ed x +2y=0.

=GBy - 17, per cui ricavando x mediante y si ha: x = e quindi si ottiene

ESEMPIO 9.2.7 - Verificare che la conica: 2x* + 2xy + 5y” = 0 & degenere di tipo ellittico.
Infatti si ha A =0 e As; > 0. In questo caso la conica non contiene rette reali.

9.3 - Intersezione di una retta r e di una conica C.

Date la retta r di equazioni parametriche x = xo + It, y = yo + mt e la conica C di equazione
(2) 1 loro punti comuni sono le soluzioni del sistema:

X =X, +1t
y=y,+mt
a“x2 +2a,Xy + 2122y2 +2a;;X +2a,y+a33=0
L’equazione risolvente in t ¢ di secondo grado: at* + 2Bt +y=0  dove:
o = ayl? + 2alm + am?;
B = (anxo +anyo +ai3) 1 + (anxe + axnyo + ax;) m;
v =1(Xo, yo) = anX§ + 2a12X0yo + axny ¢ + 2a13Xo + 2a23y0 + a33.
Possono presentarsi vari casi.

1) L’equazione risolvente ¢ un’identita: quindi ci sono infinite soluzioni e la retta ¢ con-
tenuta nella conica (che ¢ quindi degenere).

2xy+y=0 . ) ) .
ESEMPIO 9.3.1 - 0 La conica 2xy + y = 0 contiene la retta y = 0; infatti la
y =

sua equazione si puo scrivere: y(2x + 1) = 0.
2) L’equazione risolvente ha grado zero, ma non ¢ un’identita: le due intersezioni man-

canti sono all’infinito; ad esempio C ¢ un’iperbole ed r ¢ un suo asintoto, vi ¢ un punto di
molteplicita due all’infinito.
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non ci sono soluzioni al finito.

2 — 2 = 0 = 1
ESEMPI0 9.3.2 - {4)( Iy =1 {

2x+3y=0 2x+3y=0
2
4x? —9x2 =x? 0=x3
Passando a coordinate omogenee si ottiene il sistema: ! S 3
2x;+3x, =0 X, :—Exz

la cui soluzione ¢ il punto (-3, 2, 0) contato due volte.

3) L’equazione risolvente ha grado uno: vi ¢ una sola intersezione al finito, ad esempio C
¢ una parabola ed r ¢ parallela all’asse della parabola; una soluzione ¢ al finito e I’altra
all’infinito.

una sola soluzione al finito P(2, 2).

2 = 4 == 2
ESEMPIO0 9.3.3 - {y 2x { X

y=2
Passando a coordinate omogenee si ottiene il sistema:

{Xg = 2X1X3 {4){% — 2X1X3 =0 {X3(2X3 — Xl) =0 da cui {Xg =0 . {2X3 =X

y=2

e si ottengono i punti: Q(1, 0, 0) all’infinito e P(2, 2, 1) (soluzione al finito trovata anche
prima).

4) ’equazione risolvente ha grado due, vi sono due intersezioni: reali distinte, reali coin-
cidenti, complesse coniugate ed in corrispondenza la retta si dira rispettivamente secante,

tangente, esterna.

ESEMPIO 9.3.4 - Considerata la conica di equazione: 3x> — 4xy + 8x + 5 = 0:

3 -2 4
- verificare che non ¢ degenere. Siha A=|-2 0 0| =-20=0.
4 0 5

3 -2

- determinarne il tipo. As; = ‘ ‘ =—4 < 0. La conica ¢ un’iperbole.

- trovarne le intersezioni con la retta all’infinito:

{3X12 —4xX; =0 {(3)(1 —4x,)%, =0 da cui

4
x; =0 -
{ : , G0 (0,1,0) e Xi=3% ciog G 1, oj.
X3 = x;=0

- trovarne le intersezioni con laretta x + 2y + 1 =0:

X +1

y=-— __x+1 __x+1
2 1 Y=, Y=
3x2 —4x— 2 18x+5=0 |3x2+2x>+2x+8x+5=0  |5x>+10x+5=0
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x+1

y e —— X = —1

2 { 0 contato due volte.
(x+1)*=0 y=

I due punti di intersezione coincidono, la retta ¢ tangente alla conica nel punto A(-1, 0).

: . 1
- trovarne le intersezioni con la retta y = ) X+ 2:

1
y——§x+2 y=—%x+2 y=—%x+2
1
3x2—4x(—5x+2)+8x+5:0 3x? +2x* —8x +8x+5=0 5% +5=0
X =*i ) ) : . . \ -
{ 2 Ti/2 poiché i due punti sono immaginari la retta ¢ esterna all’iperbole.
y=2%Fi

9.4 - Retta tangente ad una conica.

Riprendiamo I’equazione risolvente del sistema fra una retta r ed una conica C vista nel pa-
ragrafo precedente:
at’ + 2Bt +y=0.
Per semplicita supponiamo la conica non degenere, ossia senza punti doppi. Sia Py un pun-
to di C, cio¢ y = 0, la retta r risultera tangente a C in P, se f = 0.
Tale condizione permette di ricavare 1 parametri direttori della tangente in Py:
1 apXxgtayyytay

m a3 Xg Yo 3
Tali valori sostituiti in m(x — Xo) — I(y — yo) = 0 danno I’equazione della tangente:
(a11Xo +a12yo + ai3)(x — xo) + (a12Xo + azyo + ax)(y — yo) = 0.
Ma Py € C, quindi tenuto conto che
a13Xo T ax3yp +as; = _(allx(z) + 2a12Xoyo + azzyé + a13Xo + a23y0)
la retta precedente si scrive anche:

(5) a11XoX + a12(YoX + Xoy) + az2yoy + a13(X + Xo) + ax3(y +yo) + a3 =0

che si dice ottenuta dall’equazione della conica con la regola degli sdoppiamenti cio¢ con
le sostituzioni:

XXX, Y oy, Xy— M, X — m, y— Y*¥o
2 2 2
L’equazione (5) si puo anche scrivere:
X(a11Xo + a2yo + aiz) +y(anxo + anyo + ax) + (aisxe + axyo + asz;) = 0.
Se si considera I’equazione (3) della conica in coordinate omogenee, la tangente alla coni-

ca nel suo punto Py di coordinate omogenee (X, yo, Zo) diventa:
(8") xi(anxo + anzyo + a13zp) + X2(a2Xp + a22y0 + a23z0) + X3(a13X0 + a23y0 + a3329) =0

che si ottiene anche calcolando:

of of of
(5") (_) x;+ (_J X + (—) x3=0.
ox, By ox, Py 0x, P,

Se nella (5') si mettono invece in evidenza le coordinate di Py si ottiene:
Xo(ar1xy +apXz + a13x3) + yo(ax) + anxy + a3x3) + zo(aj3x; +axsx; +axs) =0
che, facendo uso delle derivate parziali, si puo anche scrivere:
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ox, 0x, 0x;
ESEMPIO 9.4.1 - Determinare la tangente alla conica x> — 2xy + y* — 2x = 0 nel suo punto
P(2, 0). La tangente ha equazione: 2x — 227}, R 2 0 ossiax—2y—2=0.

9.5 - Cenni sulla polarita rispetto ad una conica.

Sia C una conica non degenere di equazione in coordinate cartesiane non omogenee:

'cl11X2 + 2axy + azzyz + 2a13x + 2a3y +as; = 0.
Nel § 9.4 abbiamo visto che 1’equazione della retta tangente in un suo punto Py(Xo, yo) si
ottiene mediante la regola degli sdoppiamenti:

(5) a11XoX + alz(yox + Xoy) + anyoy + a13(x + Xo) + a23(y + yO) + a3 = 0.

L’espressione (5) ad un punto qualsiasi Py(Xo, yo) del piano, anche non appartenente alla
conica, fa corrispondere una retta py che si dice polare di Py rispetto alla conica e P si
dice polo della retta py. La polare di Py(xo, yo) ha quindi equazione:

(6) axex + a12(y0x + Xoy) + ayoy + ‘:113(X + X(]) + az3(y + y0) +az = 0.
Ovviamente la polare di un punto della conica e la tangente alla conica nel punto.
ESEMPIO 9.5.1 - Data la conica di equazione 3x” — 4xy + 8x + 5 = 0, trovare la polare del
punto B(1, 2).

Si ha: 3x — 432X +8X2+1 +5=0 dacui 3x—2y—dx+4x+4+5=0,

cio¢: 3x —2y +9=0.

In modo del tutto analogo a quanto visto nel § 7.4 la polare del punto Py(Xo, yo) si puod an-
che scrivere:

x(an1xo + anzyo + ai3) + y(anXo + aznyo + az3) + (a;3xo + ax3yo + a33) =0

o, se si considera I’equazione (3) della conica in coordinate omogenee, la polare del punto
Py di coordinate omogenee (X, Yo, Zo) diventa:

(6") x1(a11Xo + anzyo + a13zo) + X2(a12Xo + a22y0 + a23z0) + X3(a13X0 + a23y0 + a3329) =0

che si ottiene anche calcolando:

of of of
o )
oppure:
of of of
6" T xo+ | = |yot+ | = |n=0.
« (o e (Z e )

ESEMPIO 9.5.2 - La conica precedente, passando a coordinate omogenee, ha equazione:
3x12— 4x1Xy + 8x1X3 + 5x§ = 0. Per calcolare la polare di B(1, 2, 1) si puo usare la (6"):

(ij = (6x1 —4x, + 8x3)p = 6; {ij =(—4x)s=—4; [ﬁj = (8x; + 10x3) = 18
aX1 B 8X2 B aX3 B

e siottiene 6x; —4x, + 18x3=0  cioe 3x1— 2%, +9x3 = 0.
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Per costruire graficamente la polare di una conica C noto il polo e viceversa si usa il:

TEOREMA DI RECIPROCITA 9.5.1 - Se P;(x;, v;) appartiene alla polare di Py(xy, yy), la pola-
re di Pi(x;, y1) passa per Py(xy, o).

Dimostrazione. Se P;(x;, yi) appartiene alla polare di Py le sue coordinate ne soddisfano
I’equazione cioe:

anxoxXi T ann(yoxi + Xoyr) + axnyoy: + ain(xi + xo) + ax(y1 +yo) +as;3 =0
e tale espressione dice anche che le coordinate(xy, yo) di Py soddisfano 1’equazione della
polare di P;.

Applicando il teorema di reciprocita vediamo separatamente come si possa costruire geo-
metricamente la polare di un punto sulla conica, interno od esterno ad essa, ¢ viceversa

come si trovi il polo di una retta tangente, esterna o secante la conica.

Dati la conica C ed il polo Py: Date la conica C e la polare py:

Se Py appartiene alla conica la polare ¢ la tangente. Se la retta ¢ la tangente alla conica, il polo ¢
il punto di tangenza.

Py
t

Se Py ¢ esterno alla conica, si conducono da P, le due Se po incontra la conica in due punti distinti
tangenti a C; la polare p, di Py ¢ la retta MN congiun- M ed N, il suo polo ¢ il punto comune alle
gente i due punti di contatto. P tangenti a C'in M ed N.

0

/ P

M N

Se P ¢ interno alla conica, si costruiscono due rette  Se p, non interseca la conica, si considerano due suoi
red s per Py, se ne trovano i poli R ed S (v.sopra), la punti R ed S, se ne costruiscono le polarired s
polare di Py ¢ la retta RS. (v. sopra). L’intersezione di r ed s ¢ il polo P, cercato.
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9.6 - Diametri.

DEFINIZIONE 9.6.1 - Si dice diametro la polare di un punto improprio.
Il diametro relativo al punto D, (I, m, 0) si dice diametro coniugato al punto D, ed ha

equazione
aX1 Do aXZ Do aX3 Do
o anche
(7) xi(apl + a;om) + xa(ag2l + azxm) +x3(agsl + azm) = 0.

Si puo dimostrare che il diametro coniugato ad un punto improprio, distinto da una dire-
zione asintotica, e il luogo dei punti medi delle corde appartenenti al fascio di rette paral-
lele individuato dal punto improprio.

/ -

Diametro coniugato al punto D.,

ESEMPI09.6.1 - Data la conica 3x* — 4xy + 8x + 5 = 0 determinare il diametro coniugato al-
la direzione R(1, -1, 0).

Passando, come nell’esempio precedente, a coordinate omogenee si ottiene la retta:

(6x1 — 4%, + 8x3)rX] + (—4X1)rX2 + (8% + 10x3)rx3 =0 10x; —4x, + 8x3=0

ed in coordinate cartesiane: 5x —2y +4 =0.

9.7 - Coniche a centro.

L’equazione (7) del diametro si puo anche scrivere:
(7 (anx; +apxy +a;sx;)l + (apx) +axx; +axx;)m=0
che mette in evidenza che 1 diametri sono le rette del fascio individuato dalle rette:
di: apxgtapxptapx;3 =0 e dy apx; +apnxy +apxs=0.
Le rette d; e d, sono i diametri coniugati rispettivamente alle direzioni X (1, 0, 0) ed
Y (0, 1, 0), cio¢ ai punti impropri degli assi del riferimento.

Tale fascio ¢ proprio se e solo se As; # 0. In tal caso il centro C del fascio ¢ il punto di in-
tersezione di d; € d, e si ottiene risolvendo il sistema:

. X A X A . ..
Le soluzioni sono: —- = —13 =x, =2 =223 =y dove A3 ed A,z sono i cofattori di
X3 Ass X3 Ass

a;3 ed a3 nella matrice della conica. Per la proprieta dei diametri enunciata sopra, il punto
C(xc, yc) € centro di simmetria della conica.

Poiché esiste il centro della conica se e solo se Asz # 0, [ellisse e [’iperbole sono coniche
a centro.
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PROPRIETA 9.7.1 - Il centro della conica ¢ il polo della retta impropria.

Dimostrazione - Per costruzione il centro della conica appartiene alle polari dei punti X,
ed Y. della retta impropria, per il teorema di reciprocita esso ¢ quindi il polo della retta
impropria.

Le coordinate del centro della conica sono quindi le soluzioni del sistema (analogo al si-
stema (8) in coordinate non omogenee):

o _ 0
a, ,X+a,y+a;=0 %
(8" { 1 12Y %3 od anche gfx .
apX+ayy+ay=0 Z =0
oy
ESEMPIO 9.7.1 - Per determinare il centro della conica 3x* — 4xy + 8x + 5 = 0 si deve risol-
o 6x—-4y+8=0 oo
vere il sistema: dx =0 quindi  C(0, 2).
—4X =

In una conica a centro se d ¢ il diametro coniugato alla direzione del diametro d’, per il teo-
rema di reciprocita, d' ¢ il diametro coniugato alla direzione del diametro d: 1 diametri d e
d'si dicono diametri coniugati.

Abbiamo visto (per la (7)) che il diametro d’ coniugato alla direzione D = (I, m, 0) del
diametro d ¢ la retta di equazione:
xl(alll + alzm) + Xz(alzl + azzm) + X3(a131 + a23m) =0
che ha come punto improprio (a;»l + azom, — (a1l + a;om), 0); quindi d e d' risultano orto-
gonali se:
I(ajol + azym) —m(ajl +a;;m) =0

©) apl’ - (ar — az)lm — a;;m* = 0.

Questa relazione individua le direzioni di una coppia di diametri coniugati ed ortogonali,
nella ipotesi che la conica non sia una circonferenza.

DEFINIZIONE 9.7.2 - Si dicono assi di simmetria ortogonale di una conica a centro, i due
diametri coniugati ed ortogonali.

Gli assi di simmetria di una conica a centro sono quindi le rette per il centro C(xc, yc) a-
venti le direzioni coniugate ed ortogonali individuate dalla relazione (9).
L’equazione complessiva degli assi ¢ quindi

(10) a(X — Xc)’ = (a11 — a22) (X = X¢) (Y — o) — ana(y — yc)* = 0.

ESEMPIO 9.7.2 - Determinare gli assi della conica 3x* — 4xy + 8x + 5 =0.
Abbiamo visto nell’Esempio 9.7.1 che la conica data ha centro C(0, 2). Le direzioni degli
assi, cio¢ della coppia di diametri coniugati ed ortogonali si ottengono risolvendo
I’equazione (9):

m m _3%£5

1 4
Le equazioni degli assi si ottengono quindi scrivendo le rette per C aventi le direzioni otte-
nute:

2
22+ 3lm—2m2=0 ovvero 2(?) —3( ]—2=o da cui

y_

- se ? =2, scegliendo m =2 ed 1 = 1 si ottiene la retta x = cioe: 2x —y+2=0;
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Sse 2 :_%, scegliendo m =—1 ed 1 = 2 si ottiene la retta %= y=2 cioe x +2y—-4=0.

Applicando invece direttamente la formula (10) 1’equazione complessiva degli assi risulta:
—2x* = 3x(y — 2) + 2(y — 2)* = 0. Per ottenere le equazioni dei due assi risolviamo 1’equa-
zione di secondo grado ottenuta dividendo ’equazione precedente per (y — 2)% si ha

2
2| X 43| = —2:0chehasoluzi0nile—2.
y—2 y—2 2

Si ottengono le rette 2x —y+2=0ex+ 2y -4 =0.

OSSERVAZIONE 1 - Il centro di una conica risulta essere centro di simmetria, infatti si ve-
rifica che i/ centro della conica e punto medio delle corde passanti per esso.

Gli assi della conica sono assi di simmetria ortogonale della conica: e si ¢ gia detto che
un asse é il luogo dei punti medi delle corde aventi direzione ortogonale all asse.

Se C ¢ un’iperbole, abbiamo definito direzioni asintotiche i suoi punti impropri (v. Esem-
pio 9.1.5).

DEFINIZIONE 9.7.3 - Si dicono asintoti di un’iperbole le rette per il suo centro aventi le di-
rezioni asintotiche.

Ricordiamo che le direzioni asintotiche sono le intersezioni dell’iperbole con la retta im-
propria, quindi sono le soluzioni dell’equazione 311X2 + 2ajxy + a22y2 = 0 che si ottiene
eguagliando a zero il complesso dei termini di secondo grado dell’equazione (2) della co-
nica.

Quindi a;;x* + 2a12xy + any” = 0 & I’equazione complessiva delle rette che dall’origine del
riferimento proiettano le direzioni asintotiche.

Per scrivere le equazioni degli asintoti se ne devono quindi calcolare le direzioni risolven-
do I’equazione:

(1 1) 31112 + 2alm + azzmz =0.

Indicando con C(Xc, yc) il centro I’equazione complessiva degli asintoti risulta:
(12) ani(x — Xc)* + 2ap(x — Xc) (¥ ~ ¥o) + an(y —yo)* = 0.

L’iperbole si dice equilatera se gli asintoti sono ortogonali e si verifica che ci0 accade
quando a;p +ap= 0.

ESEMPIO 9.7.3 - Abbiamo visto negli Esempi 9.3.4 ¢ 9.7.1 che la conica C di equazione:
3x% — 4xy + 8x + 5 = 0 & un’iperbole di centro C(0, 2). Intersecando C con la retta impro-
pria si trovano le direzioni asintotiche (0, 1, 0) e (4, 3, 0).

Gli asintoti di C sono quindi le rette:

- 1] passante per C ed avente direzione (0, 1, 0) di equazione: x = 0;

- 1, passante per C ed avente direzione (4, 3, 0) di equazione: 3x —4y + 8 = 0.

Volendo invece applicare la formula (11) dell’equazione complessiva degli asintoti, questa
risulta, nel nostro caso, 3x*— 4x(y —2) =0, da cui si ricavano le equazioni degli asintoti
3x-4y+8=0edx=0.

OSSERVAZIONE 2 - I fuochi di una conica sono le intersezioni delle tangenti alla conica u-
scenti dai punti ciclici. Ogni conica a centro ha due fuochi reali appartenenti all’asse mag-
giore se si tratta di un’ellisse, all’asse trasverso se si tratta di un’iperbole.

Direttrice ¢ la polare di un fuoco.
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Data una conica a centro C, se si assume come riferimento quello avente come origine il
centro della conica e come assi coordinati gli assi della conica, detto riferimento canonico
la sua equazione assume la forma particolarmente semplice detta equazione canonica del-
la conica:

(13) LX*+MY?+N=0.

Per ottenere la forma canonica dell’equazione di una conica a centro data in un riferimento
qualunque, anziché effettuare il cambiamento di riferimento, si usano 1 numeri: A discri-
minante della conica, il suo minore Asz € T = a;; + ax che sono detti invarianti metrici in
quanto si pud dimostrare che sono indipendenti dal riferimento scelto.

Calcoliamo il valore dei tre invarianti per la conica di equazione (13) dove L, M, N sono le
incognite:

A= =LM; T=L+M.

L 0
0 M

o o

0 O
M 0 | =LMN; Az =
0 N

Per determinare L, M, N ¢ quindi sufficiente risolvere il sistema:

LMN = A
LM=Aj;3
L+M=T

con gli invarianti A, Ass, T noti, in quanto calcolati per I’equazione data nel riferimento i-
niziale.

Siricava N = —— (si noti che per ipotesi la conica ¢ a centro e quindi As; # 0).

33
L ed M sono le soluzioni di un sistema simmetrico, quindi sono le soluzioni dell’equazione
ausiliaria Z> — TZ + As; = 0.

ESEMPIO 9.7.4 - Determinare 1’equazione canonica dell’ellisse 2x* + y* = 3x +y—5=10
dell'Esempio 9.2.3.

Abbiamo gia calcolato A = %, Az3=2,T=2+1=3.1coefficienti L, M, N della forma

LMN =-51/4
canonica sono quindi le soluzioni del sistema: LM=2 . Siricava N = —ﬂ.
L+M=3 i
L’equazione 7%~ 3Z + 2 = 0 ha soluzioni Z,=2,7Z,=1 (entrambe positive essendo C una

ellisse) e 1’equazione canonica cercata & X* + 2Y* — %: 0 oppure 2X* + Y? — %: 0a

seconda di quale asse della conica si scelga come asse X od Y.

ESEMPIO 9.7.5 - Determinare 1’equazione canonica dell’iperbole 2x*+xy —y*+x+y—3=0
dell’Esempio 9.2.4.

Abbiamo gia calcolato A = 2747 , Asz = % , T=2-1=1.1coefficienti L, M, N della for-
LMN =27/4

ma canonica sono quindi le soluzioni del sistema LM =-9/4. Siricava N =-3.
L+M=1
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(discordi, essendo C

1+\/ﬁ 1—\/5
2

L’equazione 7’ -7 - %: 0 ha soluzioni Z; = o 7, =

una iperbole) e I’equazione canonica cercata ¢:

1+;/EX2+ l—g/m 2 I_E/EXZ‘I'I-F;/E 2

Y” -3 =0 oppure Y”—3 =0 aseconda di quale

asse della conica si scelga come asse X od Y.

9.8 - Parabola.

Riprendendo I’equazione del fascio dei diametri:
(7 (anxi +apxe +a;xs)l + (anpx; + anxy +a3x;)m =0

si ha che tale fascio ¢ improprio se A3z = 0, cio¢ se la conica ¢ una parabola.
Ricordando (v. Osservazione 2 § 9.2) che una conica di tipo parabolico si puo scrivere nel-
la forma:
(ax1 + bX2)2 + 2a13X1X3 + 23.23X2X3 + a33x§ =0

la (7') diventa
(7") (32X1 + abx, + aj3x3) 1 + (abx; + b2X2 +axx3)m=0
OVVero

axj(al + bm) + bxy(al + bm) + x3(a;3l + azm) = 0.

Quindi, qualunque siano 1 ed m, la retta del fascio ha direzione costante (—b, a, 0), che so-
no le coordinate omogenee del punto improprio della parabola.

Poiché¢ il diametro coniugato ad una direzione ¢ asse di simmetria rispetto a questa direzio-
ne, il diametro coniugato alla direzione (a, b, 0) ortogonale alla direzione dei diametri ¢
["unico diametro di simmetria ortogonale e si dice asse della parabola.

In altre parole si puo dire che I’asse della parabola ¢ la polare del punto improprio per-
pendicolare al punto all’infinito della parabola.

L’asse della parabola ¢ quindi la polare di A , (a, b, 0) ed ha come equazione, dalla (7")

(14) (a’x; + abx, + a;3x3)a + (abx; + b’x; + a,3x3)b =0

0, passando a coordinate non omogenee e facendo uso delle derivate parziali:

(14) a(§)+b(ﬂJ=0.
ax )" 5y

L’asse della parabola interseca la parabola in un solo punto al finito detto vertice, le cui
coordinate si trovano risolvendo il sistema formato dalle equazioni di asse e parabola.

ESEMPIO 9.8.1 - Data la parabola: x> — 2xy + y* + 2x + 2y — 4 = 0 determinarne asse ¢ ver-
E(’:Z;luazione della parabola si puo scrivere: (x —y)* + 2x + 2y — 4 =0, quindi A , (1, -1, 0).
Calcoliamo [%} =(2x-2yt2)e [%) = (-2x + 2y + 2). Applicando la (14'), I'equa-
zione dell’asse risulta: (2x —2y +2) — (2x + 2y +2) =0 ossiax —y = 0.

Il vertice ha come coordinate le soluzioni del sistema: {Xz m Xyt )}(,2 * 2_X(;_ 2y-4=0
quindi risulta V(1, 1). ’
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Scegliendo un riferimento avente 1’asse X coincidente con I’asse della parabola e 1’origine
nel vertice della parabola, detto riferimento canonico, I’equazione della parabola assume
la forma particolarmente semplice:

(15) PY?+QX=0

detta equazione canonica della parabola.

Per ottenere la forma canonica dell’equazione di una parabola data in un riferimento qua-
lunque, anziché effettuare il cambiamento di riferimento, si possono usare gli invarianti
metrici cio¢ 1 numeri: A discriminante della conica e T = a;; + ay; che sono indipendenti
dal riferimento.

Calcoliamo gli invarianti per la conica di equazione (15):

0 0 Q/2

2
A= 0 P O =—P$ Ay;3=0 T=P.
Q/2 0 O
Per determinare le incognite P e Q ¢ quindi sufficiente risolvere il sistema:
PQ%/4=-A
P=T

con gli invarianti A e T noti, in quanto calcolati per I’equazione della parabola nel riferi-
mento iniziale.

ESEMPIO 9.8.4 - Determinare ’equazione canonica della parabola x> —2xy +y” +2x+2y=0
dell’Esempio 9.2.5.
Abbiamo gia calcolato A =—4, A3;3=0,T=1+1=2.1coefficienti P ¢ Q della forma ca-

2,4 _
PQ /4_4equindiQ2=§=8 QZiZ\E.

nonica sono le soluzioni del sistema {

L’equazione canonica cercata &: 2Y~ + 242X =0 oppure 2Y> — 24/2 X = 0 a seconda di
quale orientamento si scelga per ’asse della parabola.

OSSERVAZIONE - Come gia detto i fuochi di una conica sono le intersezioni delle tangenti
alla conica uscenti dai punti ciclici. La parabola ha un unico fuoco reale appartenente al
suo asse e la direttrice ¢ la polare del fuoco.

9.9 - Intersezione di due coniche.

Trovare 1 punti comuni a due date coniche F e G rispettivamente di equazioni:
2) fix,y)= ayx- -+ 2a10xy + a22y2 + 2a13x + 2a3y + a3 =0
(2') g(X, y) = b11X2 + 2b12XY + b22y2 + 2bzx + 2b23y +b3z3=0

equivale a risolvere il sistema da esse formato che ammette “in generale” quattro soluzioni.
Poiché le coniche sono date in forma non omogenea, si possono trovare, al finito, meno di
quattro soluzioni (reali od immaginarie) se alcuni dei punti comuni sono all’infinito come
nel caso di due iperboli aventi un asintoto comune o nel caso di due circonferenze che, ol-
tre che in due punti di intersezione al finito (reali od immaginari), si intersecano nei punti
ciclici della retta impropria (per cui passano tutte le circonferenze).
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Il sistema ammette invece infinite soluzioni se le coniche coincidono o si spezzano in coni-
che degeneri aventi una retta in comune.

Riferendoci al caso generale, le coordinate dei punti di intersezione A, B, C, D si determi-
nano risolvendo il sistema di quarto grado formato dalle due equazioni.

Si possono presentare diversi casi:

a) le intersezioni sono reali e distinte (Esempio 9.9.1);

b) le intersezioni sono reali ma due distinte e due coincidenti: le coniche si dicono tangenti
(Esempio 9.9.2);

¢) le intersezioni sono reali ma a due a due coincidenti: le coniche si dicono bitangenti
(Esempio 9.9.3);

d) le intersezioni sono reali ma tre coincidono in uno stesso punto e la quarta ¢ distinta da
queste: le coniche si dicono osculatrici (Esempio 9.9.4);

e) le quattro intersezioni sono reali ma coincidono in un unico punto: le coniche si dicono
iperosculatrici (Esempio 9.9.5);

f) le intersezioni sono due reali e due immaginarie (complesse coniugate): le coniche si in-
tersecano in due soli punti reali (ad esempio due circonferenze secanti);

g) le quattro intersezioni sono immaginarie: le coniche non hanno punti reali comuni (ad
esempio due circonferenze esterne fra loro).

ESEMPIO 9.9.1 - Determinare i punti di intersezione delle coniche:
{xz +2y? —xy—-2x -2y =0

. y
x% +16y” —8xy —2x —16y =0 R
Sottraendo la prima equazione dalla seconda si
2 2 _ _ _
ottiene: {° 16y” —8xy—2x 16y =0 da cui: C
Tyy-x-2)=0
2 2 _
b {x +16y* ~8xy-2x-16y=0 _ =
y=0 0 A

. |x=0 Xx=2
Z101n1 (] 5
y=0 [y=0

1)) x“+16y” —8xy -2x~16y =0 che ha soluzioni {X e {X .
x=2y-2 y=2 y=1

I punti comuni alle due coniche sono quindi: O(0, 0), A(2, 0), B(2, 2), C(0, 1).

ESEMPIO 9.9.2 - Determinare i punti di intersezione del- y
) x2+y2—2y=0 4A=B
le coniche: :
3x? +3xy +2y° —6x —6y+4=0
2 2
=2y—x
Eliminando y* si ottiene: Y Y
x> +3xy-6x-2y+4=0 C
2
da cui y Z%; sostituendo infine nella prima
-3x

equazione si ottiene: 5x* — 9x> + 4x* = 0 che ha come
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soluzioni: x = 0 (doppio), x =1, x = % :

I punti comuni alle due coniche sono quindi: A = B(0, 2) doppio, C(1, 1), D(%, %]

ESEMPIO 9.9.3 - Determinare i punti
di intersezione delle coniche:

xz—y2+6xy+2x+4y+l=0
x2+4y2—4xy+2x—y+l=0

ﬂ/\ X Sottraendo la prima equazione dalla
; —_— seconda si ottiene:
=D {x2+4y2—4xy+2x—y+120

Sy(y-2x-1)=0
da cui:

2. 4.2 Cv4]= x=-1
n Xt 4yT Ay +2x =y +1=0 4 haTa soluzione doppia { ;
y=0 '
242 =
1) X" +4y" —4xy+2x-y+1=0 che ha la soluzione doppia 3.
y=2x+1 v=-3
3
| ’ ‘ o 2 1
I punti comuni alle due coniche sono quindi: A = B(-1,0), C=D 373 )

ESEMPIO 9.9.4 - Determinare i punti di intersezione delle coniche:
x2 + y2 -2x=0
2x° +y2 -xy—2x=0

Sottraendo la prima equazione dalla seconda si ottie-

2 2 .
ne:{X Yy —2x=0 da cui:

X(x=y)=0 )
D xT+y"-2x=0 che ha soluzione doppia {X ;

x=0 =
IT) XT4+y -2x=0 che ha soluzioni {X , {X .

X=Yy y= 0 y= 1

I punti comuni alle due coniche sono quindi: A = B = C(0, 0), D(1, 1).
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ESEMPIO 9.9.5 - Determinare i punti di intersezione
. 4x% 4 y2 —-4x=0
delle coniche: :
—8X2 +y2 -4x=0
Sottraendo la seconda equazione dalla prima si ottie-
x 2,2

4x= +y“ —-4x=0 )
ne: che ha soluzione quadrupla

12x2 =0
x=0
y=0

Le quattro intersezioni sono quindi coincidenti: A = B = C = D(0, 0).

9.10 - Fasci di coniche.

Considerando una combinazione lineare delle equazioni (2) e (2') di parametri h e k non
entrambi nulli:

(16) h(x, y) + kg(x, y) =0

si ha ancora un’equazione di secondo grado in X, y, ossia una conica.

Al variare di h e k in R si ottiene un fascio di coniche.

Al fascio appartengono F e G che si ottengono in (16): Fperh=1ek=0e Gperh=0¢
k=1.

I quattro punti A, B, C, D, reali od immaginari, distinti o coincidenti, comuni alla (2) ed al-
la (2') sono comuni a tutte le coniche del fascio e vengono detti punti base del fascio.

Per ogni punto del piano distinto dai punti base passa una ed una sola conica del fascio.

Il discriminante della generica conica (16) del fascio ¢:

ha, +kb,, ha,,+kb,, ha,+Kkb,,
A(h, k)= | ha,, +kb,, hay, +kb,, ha,;+kba; |.
ha,;+kb,; ha,; +kby; hay, + Kby

A(h, k) = 0 ¢ un’equazione omogenea di terzo grado in h, k; ammette tre soluzioni (contate
con la dovuta molteplicitd) di cui almeno una reale e quindi in un fascio di coniche esisto-
no tre coniche degeneri delle quali una é certamente reale.

Esaminiamo i fasci che si ottengono con le coppie di coniche considerate negli esempi pre-
cedenti.

ESEMPIO 9.10.1 - Le coniche dell’Esempio 9.9.1 individuano il fascio:
h(x? +2y* — xy — 2x — 2y) + k(x* + 16y — 8xy — 2x — 16y) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h + k)x* + (2h + 16k)y* + (= h — 8k)xy — 2(h + k)x — 2(h + 8k)y = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per 1 valori di h e k che annullano il discriminan-
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h+k —%—41{ -h-k
te della conica: A = —%—41{ 2h+16k —-h-8k
-h-k —-h-8k 0

Capitolo 9 — Coniche

Sviluppando il determinante si ottiene: —(h + k) (h + 8k) (4h + 18k) = 0.

- Se h+k =0 siottiene la conica degenere 2y” — xy — 2y = 0 che si spezza nel prodotto
y (2y —x —2) = 0 delle rette OA e BC;

- se h + 8k = 0 si ottiene la conica degenere x* — 2x = 0 che si spezza nel prodotto
x(x —2) =0 delle rette OC ed AB;

- se 4h+ 18k = 0 si ottiene la conica degenere x* — 2y* + xy — 2x + 2y = 0 che si spezza
nel prodotto (x —y) (x + 2y — 2) = 0 delle rette OB ed AC.

ESEMPIO 9.10.2 - Le coniche dell’Esempio 9.9.2 individuano il fascio:
h(x*> +y* — 2y) + k(3x* + 2y* + 3xy — 6x — 6y + 4) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h + 3k)x* + (h + 2k)y” + 3kxy — 6kx — 2(h + 3k)y + 4k = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

h+3k %k -3k
te della conica: A = %k h+2k —(h+3k)|=0.
-3k —(h+3k) 4k

Sviluppando il determinante si ottiene: — (h + 3k) (h + k)* = 0.

- Seh+ 3k =0 si ottiene la conica degenere y* — 3xy + 6x — 4 = 0 che si spezza nel pro-
dotto (y — 2) (3x —y — 2) = 0 della retta tangente alle coniche in A e della retta CD;

- se h+ k=0 (sol. doppia) si ottiene la conica degenere 2x* + 3xy + y> — 6x — 4y + 4 =0
che si spezza nel prodotto (x +y —2) (2x + y — 2) = 0 delle rette AC ed AD.

ESEMPIO 9.10.3 - Le coniche dell’Esempio 9.9.3 individuano il fascio:
h(x? - y* +6xy + 2x + 4y + 1) + k(x* + 4y’ —4xy + 2x —y + 1) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h + k)x* + (~h + 4k)y* + 2(3h — 2k)xy + 2(h + k)x + (4h — k)y + (h + k) = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

h+k 3h-2k h+k
te della conica: A= |3h—-2k —-h+4k 2h—%k =0.
h+k 2h—%k h+k

Sviluppando il determinante si ottiene: —(h + k) (h — %k)2 =0.

- Seh+k=0 siottiene la conica degenere y*—2xy —y =0 che si spezza nel prodotto
y (2x —y + 1) = 0 delle rette tangenti alle coniche rispettivamente in A ed in C;

- seh —%k = 0 (soluzione doppia) si ottiene la conica x*+ 2xy +y*—2x +2y +1=10
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che si spezza nel prodotto (x +y + 1)* = 0 della retta AC contata due volte.

ESEMPIO 9.10.4 - Le coniche dell’Esempio 9.9.4 individuano il fascio:
h(x* +y* — 2x) + k(2x* + y* —xy = 2x) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h + 2k)x* + (h + k)y* — kxy — 2(h + k)x = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per 1 valori di h e k che annullano il discriminan-

h+2k —%k —(h+k)

te della conica: A = —%k h+k 0 =0.

~(h+k) 0 0

Sviluppando il determinante si ottiene: — (h + k)’ = 0 che ha soluzione triplah +k=0.
Si ottiene un’unica conica degenere x*— xy = 0 che si spezza nel prodotto x(x — y) = 0 del-
la retta tangente alle coniche in A e della retta AD.

ESEMPIO 9.10.5 - Le coniche dell’Esempio 9.9.5 individuano il fascio:

h(4x” +y* — 4x) + k(- 8x> + y* — 4x) =0
la cui generica conica ha equazione:

(4h — 8k)x* + (h + k)y* — 4(h + k)x = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

4h -8k 0 -2(h+k)
te della conica: A = 0 h+k 0 =0.
-2(h+k) O 0

Sviluppando il determinante si ottiene: —4(h + k) = 0 che ha soluzione tripla h + k = 0.
Si ottiene un’unica conica degenere x” = 0 che si spezza nel prodotto x(x) = 0 della retta
tangente alle coniche in A contata due volte.

9.11 - Punti base e coniche degeneri del fascio.

Come abbiamo visto negli esempi precedenti i punti base permettono di individuare le co-
niche degeneri del fascio, tenendo presente che la retta congiungente due punti coincidenti
di una conica ¢ la retta tangente alla conica nel punto.

Per semplicita consideriamo solo il caso in cui tutti i quattro punti base sono reali, ripren-
dendo, nell’ordine, i casi esaminati prima:

a) 1 quattro punti A, B, C, D, sono reali e distinti: il fascio contiene tre coniche degeneri:

D
C, formata dalle rette AB, CD; C
C, formata dalle rette AC, BD;
C; formata dalle rette AD, BC;
A
B
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b) i punti A e B coincidono, C e D sono distinti tra loro e da A: il fascio ¢ costituito da co-
niche tangenti in A e contiene le coniche degeneri:

C, formata dalle rette AC, AD,;
C, = (5 formata dalla retta CD e dalla tangente in A;

¢) i punti A e B coincidono ed anche C ¢ D coincidono fra loro, ma A # C: il fascio ¢ costi-
tuito da coniche bitangenti in A ed in C e contiene le coniche degeneri:

() formata dalle due rette tangenti in A e in C;
C, = C; formata dalla retta AC contata due volte;

d) i punti A, B, C coincidono e D ¢ distinto da essi: il fascio ¢ costituito da coniche oscula-
trici in A e contiene le coniche degeneri:

C) = C, = C; formata dalla retta tangente in
A e dalla retta AD;

e) i punti A, B, C, D coincidono: il fascio ¢ costituito da coniche iperosculatrici in A e con-
tiene le coniche degeneri:

C) = C, = C; formata dalla retta tangente in
A contata due volte;

Quando sono noti i punti base ¢ possibile individuare le coniche degeneri ed utilizzarle per
scrivere 1’equazione del fascio.

ESEMPIO -9.11.1 - Determinare 1’equazione della conica passante per i punti: A(1, 0),
B(-1, 0), C(1, 1), D(-1, 2) e tangente in B allaretta t: y =x + 1.
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I° modo y
Determiniamo 1’equazione del fascio di coniche ~

tangenti in B a t e passanti per C e D (caso b). D \

Le coniche degeneri del fascio sono: C

C; formata dalle rette BC e BD che ha equazione ><
(x-2y+1)(x+1)=0;

C, formata dalla tangente e dalla retta CD che ha B . z
equazione (x —y + 1) (x + 2y — 3) = 0. A

I1 fascio ha equazione: h((x -2y + 1) (x + 1) +k(x—y+ 1) (x + 2y — 3) = 0.

Tra le coniche del fascio cerchiamo quella che passa per A sostituendo x con 1 ed y con 0:
4h -4k =0, h =k =1 e I’equazione della conica diventa: 2x*—2y* —xy + 3y — 2 = 0.
Ovviamente si puo costruire il fascio di coniche tangenti in B e per A e C (o per A e D) ed
imporre poi il passaggio per il rimanente punto.

II° modo
Determiniamo 1’equazione del fascio di coniche tangenti passanti per A, B, C, D (caso a).
Tra le coniche degeneri del fascio consideriamo ad esempio C; formata dalle rette AB e
CD: y(x +2y—3)=0 e C4 formata dalle rette AC e BD: (x - 1)(x+ 1) =0.
Il fascio ha equazione: h y(x + 2y — 3) + k(x — 1)(x + 1) = 0.
Cerchiamo poi la conica del fascio avente t come tangente
hy(x+2y-3)+k(x-1)(x+1)=0
y=x+1 '
Sostituendo si ottiene 1’equazione risolvente: (3h + k)x* — 2hx —h —k = 0.
Affinché la retta sia tangente le soluzioni devono coincidere, cioé:
% =h’>+ (Bh+k)h+k)=0 dacui (2h+k)>=0 ovveroh=—-1 ek =2 e si ritrova la co-

nica: 2x* — 2y’ — xy + 3y - 2 =0.

9.12 - Esercizi proposti.

IX.1 - Date le coniche:

i) 2x+xy—-y* +x+4y-3=0;

i) 3x*—2xy +3y*+2x +2y =0;

1il) xy —2x—4y =0;

iv) 16x%+24xy +9y* — 14x + 2y — 1 = 0;

dire se sono degeneri oppure no, determinarne il tipo e scriverle in forma canonica.

[X.2 - Data la conica 5x” + 4xy + 2y* — 6x + 1 = 0:
1) verificare che ¢ non degenere e di tipo ellittico;
i1) scriverla in forma canonica utilizzando gli invarianti metrici. (X2+6Y*-2=0)

IX.3 - Dati nel piano il punto A(3, 1) elarettar: x +y =0:
1) scrivere I’equazione della parabola di fuoco A e direttrice r;
(X +y* —2xy — 12x — 4y + 20 = 0)

i1) scriverla in forma canonica utilizzando gli invarianti metrici. QY2 +8~/2 X = 0)

IX.4 - Nel piano ¢ data la conica 2x” + y*> + 3xy — 10x — 7y + 12 =0:
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1) verificare che ¢ degenere;
i1) scrivere I’equazione delle due rette in cui si spezza. 2x+y=-4=0, x+y=-3=0)

IX.5 - Nel piano ¢ data la conica C: — Xy — 2y2 -x+5y=0:
1) verificare che C ¢ un’iperbole e scriverla in forma canonica;
[—1+\/EX2 + —1—\/5

2 2

Y2+2=O}

i1) determinare le equazioni delle parabole tangenti a C nell’origine e passanti per i1 punti
A(-1, 0), B0, 1). (3% +/5) (x> — 6xy + 5y* + x — 5y) + 8xy = 0)

IX.6 - Dato il fascio di coniche h(3x* — 2xy + 3y* + 2y) + k(x* — 4x + 4) = 0 con h ¢ k pa-
rametri reali, dire per quali valori di h e k la conica ¢:

- degenere; (h=0ed h/k = 35/3)
- parabola; (h=0ed h/k =-3/8)
- ellisse; (8h* + 3hk > 0)
- iperbole. (8h* + 3hk < 0)

[X.7 - Determinare I’equazione del fascio di coniche per i punti comuni alla circonferenza
di centro I’origine e raggio 1 ed agli assi coordinati. (h(x*+y* = 1) +kxy =0)
Di tale fascio determinare le coniche degeneri e le parabole.

(x+y—-DE+y+1)=0),((x—y+ 1)(x—y—1)=0) e sono parabole)
Determinare la conica del fascio passante per il punto A(1 ,1) precisandone il tipo e la for-
ma canonica. (x*+y*—xy—1=0, ellisse; forma canonica 3X*+ Y*—2=0)

IX.8 - Scrivere I’equazione del fascio di coniche tangenti alla circonferenza x> +y* —2x =0
inP(1, )edax’+y* +2x=0inQ (-1, —1), determinandone coniche degeneri e parabole.
(h(y* = 1) + k(x — y)* = 0, coniche degeneri per h=0 e k = 0 e sono le parabole)
Studiare la conica del fascio passante per R(1/2, 5/4) determinandone la forma canonica.
J§2—1X2 A5+l

(x> — 2xy + 1 =0, iperbole; forma canonica >

~1=0)

IX.9 - Nel fascio di coniche tangenti nell’origine alla retta x — y = 0 ed in P(1, 0) alla retta
X —y — 1 = 0 trovare quella che passa per il vertice della parabola x* =y — 1.
Studiare tale conica e scriverne 1’equazione in forma canonica.

(x> —2xy — y* — x +y =0, iperbole equilatera; centro C (%, O] ;assix — % = (— 1+ \/E)y;

asintoti X — % = (1 J_r\/a)y; forma canonica v2 X>—+2 Y - % =0)
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